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Topologie:

~I. Topologische ruimten

i, Uit euclidische ruimten zijﬁ u de begrippen "open verza-
meling™, “afgealoten verzameling", "limiet", "verdichtingspunt!,
enz, bekend.

p 1s verdichtingspunt van V als in iedere omgeving van p nog

een punt van V ligt. .

P is limiet van V als in iedere omgeving van V bijna alle

punten van V liggen. ,

0 is cpen, als O met ieder punt p een hele omgeving van p be-

vat.

Het complement van een open (afgesloten) verzameling is afge~

sloten (open).

We gaan nu algemenere ruimten beki jken, waarin de begrippen open,
afgesloten enz. impliciet vastgelegd zijn door axioma's. ‘
Definitie: Ten verzameling R heet een topolbgische ruinmte,
en zijn elementen heten punten, als zekere deelverzamelingen .van

R tot open verzamelingen zijn benocemd, zodat geldt:

-1« R is open. ,
2. [0 (lege verzamelihg) is open.
3. Is 04 en 0, open, dan ook 0,n0,.
4. 1Is Z een systeem van open vergamelingen, dan is ook

\./ O open.
Oel

Uit 3 volgt, dat ook de vereniging van eindig veel verzame-
lingen open is. ‘
Definities Ac R heet afgesloten, als R\ A open is. Dus
1t [ afgesloten.
2' R afgesloten ' L
3t Is Ay en A, afgesloten, dan ook A,v A,.
4' Is I een systeem van afgesloten verzamelingen, dan

is ook M A afgesloten.
- AeX

Ult 3t volgt, dat ook de verenlglng van elndlg veel afgeslo—
ten verzamelingen afgesloten is.
Verder: Is O open, dan is R\ O afgesloten.
‘ Men zou ook met de axioma's voor afgesloten verzamellngen
+ kunnen beglnnen en dan de open verzamellngen per deflnltle kun—b
nen invoeren. '
v Is A aigesloten en O open, dan 1s ANO afgesloten en O\hﬂ
~ open. Want ANO = & (R\O0) en ONA = 0n(RNA). SR
e 2 Is Sc R, dan induceert R in S een topologie, d.W.z.{—i*‘:'
FQ'Qﬁ warﬂt een topaloglsche ruimte dcor de afspraak‘ g Teb
P heet open. verzameling van S~a&s P'~ 0n8 ve"ﬁ' ker
ling O ven Ru PavR
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Ge ne, dat de axioma's vervuld z1jn! Laa’c zien, ‘dat deze
finitie equivalent is met de definitie:
. B heet afgesloten verzameling van § als B

_ AnS voor zekslé
afgesloten verzamellng A van R

Bevvlgs zelf: Is S open in R en P open in S dan is P open

£
‘s
|
R Is Sﬁ afgesloten in E'en B afgeslo‘ten in §, dan is B afgeslotﬁ '
R’ :

. . Gegeven twee. topologis‘che’ ruimten R en S met doorsnede Ty
in z:Lg dezelfde topologie induceren (dus bij iedere open 0 van B
er een open P van S met OaT = PaTj; en omgekeerd) Kunnen we nu R;,

ven een topologle voorz:Len, die in R en

S de gegeven topologie ig )
ceert? | L

Hebben we zo'n topologie en is Q open in RuS, dan moeten @a
~en Qa8 resp. open in R en S mgn. e stellen derhalve \

~Q open in RuS dan en slechts dan als: QnR en QnS open in R
S zmn.; ' ‘ : ,

Ga zelf na, dat Ruf met deze deflnltle aan de ax:.oma S va.n
poloo‘lsche ruimte voldoet' We moeten verder laten z:.en, dat RuS Ia
- QnR volgens afsprask open in R. Omgekeerd: gegeven ‘een open O :m
‘dan moeten we een open Q ven RuS vinden met O = QnK. We weten m:t,g

_Gat er een open P in S is met OnT = PaT, en we stellen Q = OuP. I

(en S) de gegeven topolcgle induceert: Is ( open 'in RuS, dan u

R = (0AR)U(PAR)

~en Pl PCS,dmsBRCRm,ﬁT»
L - dus PARC PAT = 0nT C O,
dus . QAR =0 S '

- en analoog Qnd

i

‘Dus is Q open in RuS en %nR = O en beantwoordt dus aan onze elsen
3. Afsluiting van V(lr\ een 'l:op r. B) heet de kleinste ang

ten verzamellng van R, die V ’oevat Notatie V. Toon aan: V is de c?@

. snee van alle afgesloten \ferzamellngen, dle V vevatten.

Open kern van V grootste open verzamellng in .V bevat. M’Ie‘a‘?
tie V. *f is 00K .. (vervolg zelf in analogle met V). &
De punten van V heten ook inwendige punten van V. De P‘\mteﬂ
V\V heten randp_unte ven V. De punten van R\¥ . heten yjﬂg}}_@};&
punten va:n V. : : o e . o
i Stellmg 3.1 Ui’s Vc““ volgt VC . 'Bewi js dit zelfl
Stelling 3 2: VoW = VuW. Bew:a.gs. VCV v W, dus

VuWC.VuW TuW als verenlgmg van, twee. afgesloten verzamellngen 3@‘
310%»&1’1. Dus ”’fu‘lf 'Vuw (want VuW ie fle klemste afge—~

-
e ————————- v
-




sloten verzameling, die VuW bevat). Omgekeerd: Vc Vv Wcm;
dus V¢ TUW wegens 3.1 en-évenzo TeTow. Dus TuWcToW.
| Toon aen dat Va WCTVaW geldt, en laa’c aan een voorbeeld men,
dat het teken "C "™ hier niet door N=M Ykan worden verva.ngen'
Stelling 3.3: Is & deelruimte van R en Vc'S, dan is de af-
- sluiting genomen in S van V: VaS. _ ‘ L
. Bewi js: Vno is afgesloten in S en bevat V. Is gegeven een
V bevattende in § afgesloten verzameling, dus Vc AnS (A afgeslo-
. ten in R), dan is naar 3.1: V(AASC.A = A, dus VnSCAnS. o
o Oggev:.ng Up van p -heet elke open verzamellng, die D bevat.
«“p is yexdichtingspunt van V" betekent: Iedere omgevn,n.g van p
bevat een geV, q # p. OF te wel: VnUp & (7 S
De verzameling van de verdlchtlngspu_‘nten van V word‘t V‘ ge~
| noemd. o . .
Stelling 3.4: Uit paV! en Ve W volgt peW!'. Bewijs dit zelf!
- Stelling 3.5: Uit pe(VuW)' volg“b peV' of psW'
Bewijs: Is b.v. pgW', dan is er een omgev:.ng UP met
_Ug AW C{p). Zi jvap’ een willekeurige omgeving van p. Dan is
U_AU° er ook €én. Dus

PP
(Uan;)n(VuW) # (p).
Anderzi jds
: (U_~U)AW c (p)
Dus (Upn‘Up%nV # (p)
Upn? A®).

Dit geldt voor alle U_. Dus  peV'.
- Stelling 3.6: Uit 0aV = I en O-open volgt: 0n¥ = O -
- Bewijs: Uit 0aV. =8 volgt V< R\O. Nu is R\O afgesloten,
 dus ook VC_R\O. Dus 0~V = I3 . ’ -
Stelling 3.7: Uit 0aV = (0 en O open volgt: OnV' -Dv .
Bew:.;)s' Was peOnV" dus p verdichtingspunt van V en 0 een
omgew.ng van p, dan was er een ge0nV.:
Stelling 3.8: Is A afgesloten, dan is A'C A."
Bewi js: We passen 37 toe met RN\A i.p.v. Q-en & 1:p.v. V.
Inderdaad is (R\A)nd =13 , dus (R\A)nA' = 1T , Qus A'C As
Stelling 3.9: V\VcV'. R
'Bew1;|s~ Zij psV\V. Was nu pgV', dus bV,

U "v‘s- (p): .
dan was wegens py_ﬁ zelfs
| U =0, o
dus ook - Uan 1 (naar 3 7),

‘dus in strlad met de veronderstelllng.
Stelling 3.10: V< VuV'. (Gevolg van 3.9) S
‘beilg:__x}lg 5311 %: V;UY' C ST 5 e Sy v | St : ,; x
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\Bewijs.d VCZV, Verder V afgesloten,»dus naar 3. 8 'V'C V'
Dus dear’ V'C.V’ ook V'c:V L A AT
_ Stelling 3.12: TVuV' = V.. (Gevolg van 3. 1o~11 ) e

T —

Stelling. 3 A3V afgesloten dan en slechts dan als V V

B I (Tr1v1aal) » - Lo s
 Stelling 3.14: 7 afgesloten dan’ en slechts dan als V. al
zijn. verdlchtlngspunten Jbevat. (Gevolg van,B 12*13)

o Men zZou kunnﬁn vermoeden, dat- V' steeds afgesloten V"C:V'
1sl(be1de bewermngen z13n equlvalent). Dlt 1s echter met deze

axioma's niet te. bew1gzen. Tegenvoorbeeld ‘R bestaat ult de ele~
menten .p ,pT,pz,.;. ; de niet~- tr1v1ale afgesloten verzamellngen
- ven R zijn: de eindlge deelverzamellngen van R, dle P, niet be-
vatten, Dan is (p )" = “R\p, en p! = R.
Men onthoude vooral 3. 12 en 3. 14. : o

4. -Gegeven twee topologische ruimtel R. en S en- een. afbeel-
dlng f(R)c:S _ T heet continu in het punt a. van R, wanneer blg
iedere omgev1ng Vf(a) -van f(a) een omgevlng U .van a telV1nden
is, zodat o : S P BRI ST

| o (U )c;Vf(a) : e

geldt. R PR

S
e

T heet continu, als T in alle punten van R contlnu 1s.. _
Stelling 4.1: f is dan en slechts dan contlnu,'als het f—
origineel van elke open verzameling van. S Weer open 1S

Bewi js: Laat het origineel van elke open verzamellng open
zijn. Gegeven een Vf(a)9 we stellen U = orlglneel van Vf(a)
Dan is f(U = f(a) - Veronderstel f continu! “Gegeven een cpen
Verzamellng P van S. Het orlglneel van P 213 0. We moeten bewl j=
zen; dat 0 open is. Zij a ‘een Wlllekeurlg punt van O Dan is P
omgeving van f(a), dus is er een U “te v1nden zodat f(H )CbP is.
. Maar dan IS ook U o Voor 1edere a klezen we zdin U, Jen - vor—
men’ hun verenlglng. Die is open als verenlglng van open verzame=
lingen en bovendien = 0. Dus:is’ 0 open:. o o : :
Stelllng 4,2:- F is dan en'slechts dan contlnu, als"het f-
or1g1neel van élke afgesloten verzamellng afgesloten is,: (Gevolg
vam 4.1) oo T et | Ll R
' Stellihg 4.3 Is f een contlnue afbeeldlng van R.in'§ en
g er €én van 'S in T5~dan is gf er. één van R« 1n T Bewijs: dlt
zelf! , e :
, Stelling ' 4.4: R zij vereniging van twee deelrulmten R1 en
’ :32, f zij een continue afbeeldlng van R in S, f1 = f, in i
»*31”32’ Dan is de afbeeldlng f dle in R met f overeenstemt oonf,

: Bewijs:gZij E_bpén,in5S?fd§n ia?ﬁ?ﬁffi?priéﬁ?ﬁﬁlQ;;?%é@f?ny
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open in R; en het f- origineel van P is 0405+ Nu is peO A  V
RyoR, dan en slechts dan als peRynR, en f, (p)eP ig. Wegens

f, (p) = fg(p) in dat geval, is OynRynR, = OenR1nRZ, dus volgens
2 is O1u02 open. .

' Een éénéénduidige afbeeldlng f van R in S, die mét zijn om-
gekeerde continu is, heet topologisch -of een homeomorfisme. R en
S heten dan homeomorf (door middel van f). '

f moet dan dus aan een open verzemeling in R €én in S laten
- beantwoorden en omgekeerd Beschouwt men a en f(a) als alleen
maar verschillende namen voor hetzelfde ding, dan stemmen de be=
grippen "open verzameling” in R en S overeen. R en § zijn in we-
zen identiek,

5. Is R = AUB, A, B afgesloten, A~B =11, dan zeg ik dat
R gesplitst is in A en B. De spllts1ng heet triviaal, als A of B

= 0 4s.

R heet gamenhangend, als R geen niet-triviale splitsing toe-
last. . , ;

Een deelverzameling V van R heet een brok, als V zowel open
als afgesloten is. Triviale brokken: !_J en R.

5¢1 R is dan en slechts dan samenhangend, als R
geen niet-triviale brokken bezit. '

Bewijs: Zij] R samenhangend. Zij V een brok van R. Dan is
ﬂbk R\V open en afgesloten. R = Vu(R\V) is eeh splitsing. Dus
Vv=8 of R\V =1 en dus V' = R. - Zij R niet samenhangend,
dus R = AUB enz. Dan is R\B = A open, dus A een niet-triviale
brok. '

Een verzamellng VTR heet- samenhangend wanneer V als ruim-
te beschouwd samenhangend is. ' )

5.2. Met V is ook 7 samenhangend.'

Bewi js: 713 T AuB een splitsing van V. Dan 1s V = A1QB1
met A, = AAV, By = BnV er één van V. Dus 4, =V of By =7V. Is
nu A1 =V, dan 1s,AAJV, dus A_DV. Maar 4 is afgesloten in V, dus
ook in R, dus A = 4, dus A = V. Analoog als B, = V. In elk geval
is de sp11t81ng van V triviaal.

5.3. Gegeven een systeem I vah samenhangende verzamelingen
van R met een gemeenschappell jk punt ps/ﬁ V. Dan is ¥ = Uy
samenhangend. ‘ Vel : . ves

Bewijs: Zij 7 = AUB een splitsing, psA. Dan is voor iedere
VEZ ook V = (AnV)U(BnV) éen splltsz.ng,psémv # [0, dus BaV = (2

voor alle Vel, dus B = = U (Bav) = o
o Vel

5.4, Component van p in R heet de maximale samenhangende e
‘;Jdeelverzamellng ven R, die p bevat. Toon er het bestaan ven aan i
 “{volgt uit 5.3). Toon asn, dat elke component afgesloten is (zie




- 6 - . :
5 2). ‘Ioon aa.n, dat twee compoxzenten bf geen gemeenschappell ak
punt bezitten, df samenvallen’ ’ ‘

5.5. 72ij f een contlnue afbeeldlng van R op S. Z:LJ C D een
ﬂ'(nie‘t ’cmvzale) splltsmg van S. De orlglnelen A,B van, S in R
vormen een-(niet tmv:v.ale) splltmng van R. - BSW:L,]S dlt' :

54 6. Z:z.g f een contlnue af"oeeldlng van R op Se Is R samen-
hangend dan ook s. (Volgt uit 5. 5) ' '

6. 7i,]n R en S topologlsche ruimten, dan W01dt he’c "cartesr—
ache product“ RXS gedefinierd als de verza.mellng van de paren
ga,b) met aeR, DbeS, voorzien van de navolgende topologle ' open
in Rx S heten de verenlglngen van verzamelingen O X7P, Waar 0
open en R en P open in § is. (VX W is de verzamellng va:n alle
(psq) met peV, qeW) L o
Toon asn, dat zodoende Werkell ik een topologlsche mlmte dnt-
_sta&t‘ ' ) '
Toon aan, dat R X(a) als deelrulm‘te van R><S homeomorf 1s
‘met R! '

“ 'f‘oon aan, dat het Y—product assocla‘blef is 1n dle z1n, da‘xs
(RXS) X T op een voordeha;nd 11ggende Wl,jZe homeamorf 1S m‘et o
R x (S xT) ' : 4 LT

Is A in R en E in S afgesloten, dan ook AXB in R *<S. (Wan't
A ~B is het complemen‘t van ( (R\A)xs)u(RK(S\B\ ) R

V‘&W V\(W. (Bew1gs dit zelfr) = " oo

BRxS samenhangend dan en slechts da;n als R én S samenha:ngend
zi jn. (BeWJ.JS dit zelf!) ’ ’

" 7Zijn fen g continu, f(R)C Rq,g(s) o S1,da.n WOI‘d‘b door
h((P:Q)) = (£(p), &(q)) een contlnue afbeeldlng van R><S 1n
4 X Ei1 gedefiniserd. ‘ ‘

Is f een afbeelding van R1 X wen X Rk in S, dan schri;JVen we

1.p.v. f((x1,...,xk)) (x eR. ) korter. f(x1,...,xk). Contlnu‘.i:—

teit va.n zo'n af’beelﬁmg 1s alt‘l;}d bedoeld in’ de zln v*an v

Ra’x-i- ka

Is £ contlnu, dan bllgft £ contlnu als men één oi‘ meer ver-
'anderll,}ken vaéthoudt (BeW13s dit zelf ) o

I‘I. Nieuwev }axioma’s.

Met de axmma s m’c I val‘c nog nlet v‘eel 'te beg:.nnen. We ge" :
-ven hier vier “scheldmgsamoma‘s“ aan : A

_ 1. Bij elk paar Verschlllende pzmten a,Jo bestaat een, omge—-'
t,i,ving th zg} dat a;»!Ub, G ' A
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2. Bij elk paar verschillende punten a,b bestaan omgevingenw
Ugs Uy met U nU5 [ (Hausdorff—rulmtfn.) f/,:\\ -
~ | («a_/ @
3. 1s a een punt, A afgesloten en agl, dan bestaat er een

omgeving U van a en een omgeving UA van A (d.w.z. een open ver—
zameling, dle_A bevat), zo dat U T

AT
(Reguliere ruimten = (1) + (3) ) 4 ;::;::> <::i)

4, Zijn A en B afgesloten verzamellngen met &nB = ’
bestaan er resp. omgevingen UA’ Up met UA”UB . (Normale ruim-

ten = (1) + (4))

Stelling (1) is equivalent met: (1) Elkeléénpuntige verzame—

11ng (dus. ook iedere elndlge) is afgesloten. ' ;

. Bew13s- (1) wordt verondersteld Zlg a gegeven. Bij 1edere
b # a bepalen we een Ub net aﬁUb. De verenlglng van deze Ub is
R \(a) en open. Dus (a) afgesloten. - 2zij (a) afgesloten, dan is
R’x(a) open en omgeving van elk punt # a. )

Stelling: Uit (1) volgt (1"): Is p verdlchtlngspunt van V,
dan bevat elke omgeving van P onelndlg veel punten van V.

- Bewijs: 7zij U omgeving van p. Was (UnV)*\(p} eindig, dan was
het (naar (1') ook afgesloten, dus was Uy = (U*\V)u(p) omgev1ng
van p (zie I.1). Maar UynV = (P), dus p nlet verdlchtlngspunt van
V.

Een rij a, heet convergent en a een limiet van a, als in el-
ke omgev1ng van a bijna alle a, liggene

Stelling: Uit (2) volgt: (2')z Een convergente.rij heeft
slechts €én limiet.

Bew1gs* Zijn b en ¢ twee limieten van s dan klezen we om—
gevingen Oy, O, met 0,0, i;]. Het is onmogelijk, dat Oy 2n O,
bijna alle 2, bevatten.-~ : - L

Stelllng (3) is. equlvalent met (3 ): Voor elke a en elke
omgeving U, van a is er een omgeving Ué van.a, zodat ﬁztan.

- Bewijs: (3) wordt verondersteld. Gegeven'a en U,» Op A =

| R‘\U passe men (3) toe. Dan zijn er omgevingen U' en UA van
i_resp. A met UénUA (3. 77 nﬁA = [J (zie I.3.6). Dus‘ook
Ulnd = 3, dus UT(ZR’\A - (3') wordt veron&ersteld. Gege-
ven aﬂA, A afgesloten.i Te passen (3') toe met U, = R\ 4 en vin-

den aem Ul met U‘(:E'..We stellen U, = R*\Ué

Stelling: (4) is equivalent met (4'): Bij elke omge#ing U“?an i
~de afgesloten verzameling A is er een omgev1ng v van A, zedat o
¥cu. Bem;},s dit zelf! Gt ’
%WE h&bban,verdar~nod1g zogenaamde maohtlghezasax1oma's. Gn&erﬁk




een basis der open verzamelingen van R verstasn we een systeem
L van open veféahelingen, waarult elke open verzameling ver—
krijgbaar is als vereniging van een deelsysteem van 2;

"Om vast te stellen, of een punt p verdichtingspunt van een
'V is, hoe? ik U AV alleen voor de UpsZ te onderzoeken. Waarom?
Het,analoge geldt voor limieten, en wanneer men wil nagaan of
een afbeelding continu is.

V heet overal dicht in R als V = R is. ,
Machtighéidsaxioma 1 (Separabiliteit): In R bestaat een af-
 telbare overal dichte deelverzameling V.

Machtigheidsaxioma 2: Er bestaat een aftelbare basis voor
de open verzamelingen in R.

Stelllng. (2) » (1) 'Bewijs: 04505500 vormen een basis.
Kieg in O een a, . Stel V = verzameling der 2y R\V is open, dus
verenlglng van zekere O . Was R\V # [, dan was RNV :>O voor

_zekere i. Maar dan was a gv, dus a; ¢V in strijd met de deflnltle
van V. ,

Stelling: In ruimten met machtigheidsaxioma 2 en scheidings—
axioma 1 geldt: (a) pis dan en slechts dan verdichtingspunt van
V, als p limiet is van een deelrij van V bestaande uit allemaal
verschillende punten.k(b) Ais dan en slechts dan afgesloten, als
A met elke onelndlge deelrij van verschillende punten ook de evil.,

1imleten bevat. (c) De topologie is door het limiet- begrlp volle-
dig bepaald.

9 ® &0

2
de gij van al die basisverzamelingen, die'p bevatten. 7i Pn =

Bewijs ven (a): 2ij p verdichtingspunt ven V. Z2ij 05 ,0;

= et Qik. Zijn de onderling verschillende punten pi_(i =1, e0a,0)

reeds bepaald ZodatﬂpisPinV (piv%'p) is, dan is (wegens schei-
dingsaxioma 1) Pn+1‘\(p1,...,pn) omgeving van p, bevat dus een
punt p. . ,eV, dat van p en alle p; (1 = 1,4.4yn) verschilt. We be-
weren dat p limiet van de p, is. Zij namelijk U omgeving van p;
W? mogen veronderstellen: U = Oil. T eO.nC.Oi voor n 2 1, dus
voor bijna alle n. - 7ij omgekeerd p limiet ven een rij verschil-
lende 1 uit Vv, dan is voor iedere omgeving U van P: UnV oneindig,
dus (p), dus p verdichtingspunt van V.

Bew13s van (b): 2ij A afgesloten, P eh (allemaal verschlllend)
en p een limiet van de Dy, s Dan is wegens (a) p ook verdlchtlngs—
punt van V(p ), dus (I.3. 14) peA. - Zij omgekeerd met iedere deel-
rij van verschillende punten een eventuele limiet in A. Voor een
willekeurig verdichtingspunt p van 4 tonen we aan dat peh ise

Wegens (a) is er een rij verschillende P ch met limiet p. Maar



dan is inderdaad peh. Dus A aigesloten (I.3.14).

Bewijs van (c): Volgens (b) is het begrip "afgesloten verzame-
ling", dus ook de topologie door het limiet-begrip bepaald.

Stelling: In ruimten met machtigheidsaxioma 2 en scheidings—
axiome 2 zijn omgevings— en limietcontinuiteit equivalent. Oﬁder
omgevingscontinuiteit verstaan we de in I.4. gedefini¥erde; onder
limietcontinuiteit van f in ade eigenschap: Voor elke rij a, met
lim a = a bestaat lim f(an) = f(a). (Limieten zijn hier ééndui-
dig bepaald wegens scheidingsaxioma (2).)

Bewijs: Te veronderstellen omgevingscontinuiteit in a. Zij nu
lim e, = a gegeven. We willen aantonen lim f(an) = f(a), 21j V
een omgeving ven f(a); we moeten zantonen, dat bijna alle f(an)
in V liggen. Volgens veronderstelling is er een omgeving U van a
zodat f(U)cC V. Fu bevat U bijna alle a,, dus bevat £(U) bijna al-
le f(an), en hetzelfde geldt voor V.-We veronderstellen, dat f
‘niet omgevingscontinu in a is. Dus is er een omgeving V van f(a)
zodat voorélke omgeving U voor a geldt: £(U) ¢~ V. In‘elke omge-
ving U vaen a bepalen we een ¢ zodat f(c)¢V; de vereniging van de-
ze ¢ zij C. Nu is a verdichtingspunt van C. Dus bestaat er (mach-
tigheidsaxioma!) een rij a eC, lim a = g, f(a )¢V, dus zeker
niet'lim'f(én) = f(a). Dus is f zeker ook nlet limiet~continu in
a.

Stelling: In ruimten met machtigheidsaxioma 2 volgt uit het
scheidingsaxioma (3) het scheidingsaxioma (4). |

Bewijs: A en B zijn afgesloten verzamelingen met 4B = 1,
We geven relatief vreemde omgevingen van A en B aan. Bij ieller
punt ach bestaat een omgeving, dus ook een basisomgeving waarvan
de afsluiting vreemd is tegen B (zieé 3'). Ve sommen op alle basis-
omgevingen-van punten van &, waarvan de afsluitingen vreemd zijn
tegen B'KC1,C2,... . inaloog alle basisomgevingen van punten van
By waarvan de afsluitingen. vreemd z1ljn tegen A: D?’DZ"“ .
Dan is ' ) ‘

AC;UO y BCUDIi,

n
CprB = Dyna = L,
We vormen Ccy = ¢, \T a0, nD,' ,. D =.33‘,“\‘<L,nD1 .
n+‘{ ' , ~ I"l;!ﬁ .
en algemeen Cn+1 = n&4 \(Cn+1” /D, ), n+T = Dn+1\‘(Dn+1“ Kl Gi)‘
Dan zijn C! en Di' open

. Cjnh=0Cynh, DIB = DijnB
dus UC!A& =UC.nA = A , UD‘AB UD nB = B,

7 UcgeBC UcaB =0, UDWBC UDeB =L
ﬁn~%1jn LJC{ en QJB’ de gevraagde omgev1ngen van A en B.~ ‘




Stelling: Geldt In ‘R &n in S gen der hier behandelde

axioma's, dan geldt het on in R><S‘ (Bewijs dit zelf')}
Stelllng. 1im (an,bn),—,(llm an,llm bn)_ (Bewijs Qit _
zelf!) | L . " ‘

TIT. Metrische ruimten

Ten verzemeling Rhea;metfische-ruimte, als hij voorzien is
?an een afstandsfunctie é(a,b) (a,beR) met de eigenschappen
- 1 Qé(a,b) 0 voor a = b, | |

2. ¢of(2,d) >0 " a#0,
3. ¢layb) = ¢(bya) . | -

4. 5(a b) + 9(b ¢) 2 ¢(a,c) (axioma ven de driehoek).

Voorbeelds De (re&le of complexe) n—dlm.,Oarteslsche rulmte
E ; punten zijn de n-tallen (reéle of complexe) getallen '

¥
(!:}1’”"511)’ afstand

-H

a
“

i

glxx) =Vzlg, - 112,
De ruimte ven Hilbert: punten x zijn -de oneindige getallenrij-
en (§1,§2,...) met elndlge . h |
tx\-\.E §s/ 5.
?(xy ') lX"X ‘.
‘(WégénS'g ‘ﬁ ol 2 i 4 g 3 2*+ 3]3‘ 32 is ook |x - x'| eindig.)
i n =3 jn ;'

*EdldﬁgévingnB(a o) van a heet de verzameling ven de x met
~ s(a,x) LK (¢« >0). ‘
B(V}d) is de verzameling van alle x met p(p, X)Lt voor zeke-
re pev. , v
"e vatten R als topologlsche ruimte op, door vast te stellen,_
dat de B(a,d) (aaE,»()O) een basis voor de open verzamellngen
vormen. De axioma's I zijn dan vervuld. Ga dit na voor 1 - 2,4.
Voor 3 moeten we aantonen: ; ;
De doorsnee van twee bolomgévingem is vereniging van bolomge-
vingen. Bewijs: Zij ceB(a,) B(bhk);_ﬁé bepalén
® = min (¢ - ¢(a,c), A -p(c,b))'> 0. Danis -~
| o B(c,3) . Bla,ot) o B(D ,/3), : ;
‘want uit xeB(c,d) volgt ele,x)<d , “ o
ela,x) ¢ ¢la,e) + ele,x)( e(a,c) + 3¢ elasc) + @=-pla,c))=,
dus xeB(a,¢); en analoog st(bye) De vereniging van al dege
B(c,0d) voldoet.
Bewije dat met ¢(a,b) 00k 1nf(;>(a b),1) een metrick voor-
- stelt, en dat beide metriéken tot homeomorfe ruimten 1e1den'



Men hoeft dus bij onderzoek omtrent limieten, verdichtings-
punten en continuiteit in metrische ruimten alleen met de bolomge-—
vingen rekening te houden. lim p, = p, dan en slechts dan als
lim p(p,,p) = O. |

Ook in metrische ruimten is elk verdichtingspunt van een ver-
zamellng V limiet van een deelrij verschlllende punten uit V. (Be-
wijs dit zelf!)

D;ameter van een verzameling V is: sup ?(a, ).

a, beV
Onder afstand tussen een punt p en een verzameling V verstaan
we ¢(p,V) = inf e(p,q).
eV

Stelling 1: ¢ (p,V) is een continue functie van p'(continue
afbeelding in de reé&le E1).

Bewijs: p(p,V) € ¢(p,q) voor alle qeV
. < ¢(pyp') + ¢(p'5q) voor alle qeV,
dus ook . p(p,V) £ ¢(p,p') + inf e(p',q)

qeV
P(p, ') + o(p',7) . ,
Hetzelfde geldt ook met verwisseling van p en p'. Dus
‘ h’(PsV) = ¢ p‘,V) é ¢(p,p" ) .
Dus de functie ¢(p,V) beeldt de bolomgeving B(p,«) (in R) af in
de bolomgeving»B(_p(p,v),o() (in E1). Hie:uit volgt de continul-
teit. , ‘ '

Stelling 2: Uit ¢(p,V) = 0, volgt peV.

Bewijs: Uit ¢(p,V) = O volgt het bestaan van een rij peV .
met lim y(p,p ) = 0. Maar dan is lim p, = p, dus of oneindig vaak
P, =D of p verdichtingspunt van de verzameling der o In elk ge~-
val (wegens I.3.14) peV. : 7

Stelling 3: Is A afgesloten en e(p,4) = 0, dan is ped.
(Volgt wit 2.) . . , :

Stelling 4: 1In metrische ruimten geldt scheidingsaxioma 3
en ook 4. o - B

Bewi js: 7ij & afgesloten agA. Dan is dus g(a,A) =l > 0.

B(a,1d) en B(A,;d) voldoen. . g
- Stelling 5: In métrlsche ruimten volgt macht1ghe1dsax1oma
2 uit macht1ghe1dsax1oma 1. . ' o

Bewi js: 84985y s++ VOTmen een overal dlchte deelverzamellng
van R. De verzameling van de "speciale bollen™ B(a d) met ratio-
nale o > 0 is aftelbaar. Gegeven een Wlllekeurlge B(a,y) en een
353(9*:3’) ‘We K¥iezen een rationale o met 0K« £ 5(3/- (J(a,x))
Fu is x limiet van een deelrij van de as (evtl. = zekere a; ). Dus ‘

1&,ar‘een a; met e(x,ay Yot ‘ ‘
: ‘ | st(a ,a)




Voor 1edere R ysB(alfx)
geldt g(a,y) g' ?(a x) + p(x,a, ) + ?(319Y) | o

, | { ?(a X) + 2 G(a X) + (J"‘ a,x)) 0'/ .
Dus - ~ Blay,¥) C.B(agy) .

Iedere st(a,J) bezit dus een in B(a./d bevatte spe01ale bolom=
geving, en dus is. B(a,*) een vereniging van speciale bolomgevin-
gen. Hetzelfde geldt den voor elke open verzameling van R. Dus
vormen de (aftelbaar veel) speciale omgevingen een basis.

Ten topologische ruimte metriseren betekent. een met hem
homeomorfe metrische ruimte vinden.

Metrisatie-stelling van Urysohn: Een topologische ruimte R,
die aan de scheidingsaxioma's 1 en 3 en het machtigheidsaxioma,Z
voldoet, dan worden gemetriseerd. . :

Het bewijs berust op de Hulpstelling: Onder dezelfde veron-—
derstellingen is er bij twee open verzeamelingen P_ en P, met

"f""CP1 een continue functie f te vinden met 0 & £ £ 1, (P ) =
f(R‘\P Y = 1.

Bew1gs hulpstelllng~ %e construeren een P, voor elk ("dya-

disch") getal r van de vorm r = k.27 (k,n geheel >0, 0¢r¢t),
zodat - | ' ' : o
'FI_ C Py voor r s . (%)
Dat geschiedt 1nduct1ef. Zij P reeds gedefinikerd voor alle
= k.27 (0 (k¢ 2P zodat (&) geldt. Dan is dus

Froo™m C Pryyq) .2

Aoftewel 1

Por.o™® 1 Frogioy. o™

M besfaat op grond van scheidingsaxioma 4' (dat immers uit
de gegevens volgt; zie eind van II) een open 9 zodat .
Pog.om2=1 €2y QC P,y 0271 -

7ulk een § nemen we &ls Py 4y on~

"¢ definisren nu voor_ dyadische breuken 2 0, < 1:
. r/i\g;}.Ps M =

i = Nat 5 - .
Dan 1s ook K. = {. . Pt. Dat immirs P

o~
£5p Tt s>?Ig is dui
~delijk; is vcrder xg gi:g PS,'dan is or een s, > T met xﬁPs 3 is

9
dan r'(t"oé-so dan is ock x;z’]?t , dus X’Z/tf;\r .

. '

o

Derhalve isiK afgpsloten, dlt geldt ook voor r = 1, als'we‘K1 ;;x
= R stellen. | -



e stellen nu 0 < f(p)mé.f in heel R en voor re¥le « @
f(p) ¢ o = dan en &lechts dan als pe ML P
Hierdoor is f bepaald ne.l.

f(p) = inf r als pePT, f(p) = 1 als pgPq. -
: pFP '

psK (r‘(1) dan én slechts dan als psP voor alle s > r, dus als
f(p)‘< s voor alle s>r; dus als f(p) g r. Geldt ook voor T = 1

Hieruit volgt voor dyadische breuken r,s (O < r,s < 1)

T . f(p) L8
~ den en”slechts dan als pﬂK', pePs, dus ais
ps‘P \K. : ’

De f—orlgineelverzamellng van elk dyadlsch 1nterva1 r £ d’<‘s
(0gr, s£1) is dus open. Ga na, dat dit ook waar is voor r< 0
en s 51 ! Plerult volgt, ddt het f-origineel vanelk:open interval
open is, dus dat f continu is.

Dat f(P ) =0 en f(P\\P1) =1 .is, is evident.

Bewi js van de- metrisatiestelling: Ten aftelbare ba31s 01,02,
ess Van R is gegeven. Voor ieder paar O ,0. met

J
C OJ

‘definigren we volgens dg rulpstelllng een contlnue functle fia

0L E] o 2500 ) =0, (R‘\O 3 =
- 7e stellen : R

e(p,a) =2 2777901 2, 4(p) - 2, ()1 .

13 o :
Dan is O { ¢(pya) { 1 en e(p,q) = 0 dan en slechts dan als
13(3) = £, (q) voor alle i, j. Indien p # q is er echter =~ = we=

‘ gens sche1dxngsax1oma 1 een omgeving, dus ook een basisomgeving

O3 van p, die gq niet bevaet; wegens scheidingsaxioma 3 bestaat er
een omgev1ng P van p met Pc 0., dus ook een ba81s—Oi mnﬁ psO
Oic;Oa, qﬁoa; hiervoor is f. J?p) 0, 3( q) =13 dus f(qu) #0.
Ga zelf na, dat ? ook de overlge ax;oma‘s van metrlsche ruimten
vervult! . SRR S SR .

Tie hebben door mlddel van 9 een metrlsohe ruimte gedefini-
eerd met als punten die-van R.: We moeten nog aantonen, dat de
door deze identiteit vastgelegde éénéénduldlge relatie tussen R
en de metrische ruimte topologlsche is, QeWaeZe dat de begrippen

"open verzameling" volgens de gegevens van R en volgens de metriek
samenvallen. ' : ‘

p(pyq) is (bij vaste p) continu (in de zin van R)‘als som
ven €en 'gelijkmatige convergente reeks contlnue functles. Dus is
de verzameling van de q met ¢(p,q) < o 0pén, dus is elke b01,¢"
dus elke metrlschdopen verzamellng open in de zin van R., :

P omgekeerd een basls~03 gegeven. Voor elke x€0. 15 er
een. ha81s~emg ‘
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uit e(x,y) ¢ 2_l~j * véig% ye0

Dus . . B(x,2 T d.co,. L
Tedere basms—vexzamellng,,dus ook 1edere open verzamellng van R
is derhalve een vereniging van bollen, dus metrlsch—open.

Inbedding in deAﬂllber§jru1mte' Een topologlsche ruimte, 4
aan de eisen van de metrisafieételllng'voldoet is homeomorf met)
‘éen deelverzameling van de Hilbert-ruimte. o SRR

© Bewijs: We hernummeren de fiJ door middel van één 1ndex*
g1,g2,... Aan. een psR laten we. beantwoor&en het punt
| g(p) = (81(P):2g2(P)y“',ng (p)y'~‘)
van de Hilbert-ruimte. Precies als in het metrisatie=bewljs laat%
men zien, dat dit een topologische afbeelding i$~ \

_Opmerking: De inbedding is ZelfS'geschied in de zégenaamde
fundamentaal-quader O . - '

15:1 ¢ T (4= 1i2y000)

j.

=

van de Hllbert-rulmte.
Omgekeerd voldoet 1edere deelverzameling van de Hllbert- rui
. te H aan de axioma's, die bij de metrisatie verondersteld zijn.
Voor de scheidingsaxioma's 1,3 is dit duidelijk, asngezien die .1
iedere metrische ruimte gelden (stelllng 4).. We moeten dlt nog
aantonen voor het machtigheidsaxioma 2. S e
Speciale bollen in H zijn de B(x,«) .met’rationale « en een
z, waarvan alle cobrdinaten rationasl zijn'en-bijna alle verdwi j-
nen. De verzameling 2 der. spe01a1e bollen is.aftelbaar. Gegeven
een verzemeling V in H. De (aftelbaar Vele) BAYV (BeX) vormen een
basis van V (als ruimte) . Dit b1lijkt zo: 71J B(a,j) een WlllekeUr
xige bol in ¥ (asV), dus B(a,})nv een w1llekeur1ge bol 1n V. Zlg
: st(a,a;«)n‘« en

X"@v Sorzeee)s B .
e kiezen n zo groot dat 21 ? ¢ x“"is met K rationaal en
‘ n+ : T L

o<« ( —({ -¢(a; x)) : .
Door van x de cobdrdinaten vanaf de (n+1)-de door 0 te vervangen,
krijgen we een punt x'; ‘(X,X ) < « e vervangen verder de eer-
ste n-coddinaten door rationale getallen,zodat voor het niéuwe
punt x" geldt: p(x',x") o B(X",d) is een speciale bol en be—‘
vat in B(a,l\ wegens: : '
e(a,y) £ g(a,x) +oe(x,x') + p(x',x") "+ g(x" y) < }»,

indien yeB(x",o).

Dus is er voor iedere xaB(an)nV een B(x",u)éz met o
xaB(x",d)nV<:B(34J)nV ©en dus is B(a,l)nv als verenlglng van - - .
BaV (Bel) voor te stellen. . N SR '

‘We,kunnen dus zeggem: . . .o mw e




- 15 -

Bquivalentiestelling De aan de scheidingsaxioma's 1,3 en
aan het macht1ghe1dsax1oma 2 voldoende ruimten zijn topologlsch
equlvalent met de deelverzamellngen van de. fundamentaal—quade;

‘van de Hllbert -ruimte. .
 Deze rulmten zijn ook gekenmerkt door de elgenschap metri-
seerbaar en separabel te zijn.
Vraag: Foe zal men in RXS (R en S metrisch) een metriek de-
fini&ren, zodat de topologie van RXS wordt geinduceerd?

>IV¢ Polytopen
1. Het convexe omhulsel van een verzameling V in een carte-
sische ruimte wordt door T(V) aaﬁgeduid. Is V een verzameling be-
staande uit r+1 punten, die niet op een (r—i)-dim. lin. deelvarit-
teit liggen (algemene ligging), dan heet T(V) een r-dim. simplex
(r2=-1). Is WV, dan heet T(V) ondersimplex van T(V). De O-dim.
ondersimplexen van T(V) heten zijn goekpuhten, de 1-dim. zijn riv-
ben. Punten van T(V), die reeds punten van een echte ondersimplex
zijn, heten zelfkantpunten;.de overige heten binnenpunten. - Let
wel: zelfkant is niet hetzelfde als rand; een T—Qim. gsimplex in
EZ bestaat geheel uit randpunten, terwijl*alleén‘zijn hoekpunten
zelfkantpunten zijn. ' ‘

Voor twee simplexen van dezelfde ruimte géldt
‘ T(VnW)c;T(V)nT(W) e geggen, dat T(V) en T(W) netjes llggen, als
zelfs T(VaAW) = T(V)AT(W) geldt. Fen stel 51mplexen, die paarsge-
wijs netjes llggen, vormen een polytoo $ hiermee bedoelen we nict
alleen de verenlglng van die simplexXen, maar tevens haar opuouv
uit die simplexen. Onder de simplexen van een polytoop verSuaaa
We de ondersimplexen van alle samenstellende simplexen. '
Ben eindige polytoop bestaat uit eindig veel simplexen. Di-
mensie van een polytoop is delmax1ma1e-d1men31e, die bij zijn sim-
plexen voorkomt. Is T een simplex van de polytoop P, dan verstaan
we onder de ster van T ( genaamd o (T).) de verzameling der bin-
nenpunten .van alle simplexen vaﬁ P,ﬂdié een binnéhpuﬁt van T be-
vatten. ¢ (T) is open in P. o
” Barycentrische coardinéten° Gegeven r+1 punten e ,...er in
algemene ligging in dg Er‘ Ieder punt x kan dan op eén manlor ‘
worden voorgesteld in de vorm x = % A e; met T Ay =13 Al -s
heten Zijn barycentrlsche codrdinaten .en hangen contlnu van x af.
A'o = 0 stelt voor de lin. var. bepaald door e1,...,en, % = 0.
‘deelt de F_ in twee halve ruimten ) >0 en ﬂ ( 03 men kun "
~niet van de €én. naar de ander gaan, zonder '1 O te passeren, ;
;%hdaarentegen kan men in beide afzgnderllgk Zlch VTlJ@llQK b&wage&, sy
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 hangezien ] continu van x afhangt is AL 4> 0 een open en

3\ > 0 een afgesloten verzameling. T(eo,e1,--.,e ) is de verzaw
mellng van de x met 1 > 0 (voor alle i) bln_nenpunten van
T(e A EEREEE ) zijn dle met ) >0 (wvoor alle i). Dus is een
I~d1m. s:meleX (en ook een ¢ r—dlm. snnplex) in E. afgesloten;
de Verzamellng van de blnnenpu_nten van een r-dim. sunplex in de
_Er is open. » ‘ ‘ ‘ :
Stell:mg- De simplexen T(e ,e1,...,e ) en T(eo,e1,--',er
in de E liggen dan en slechts dan netjes als e_ en e(') in ver—

0
schlllende halve ruimten van de door ej,...,e bepaalde lin. va

/\o = O 11ggen.

Bewi is: Ben gemeenschappellgk punt ven de twee 31mplexen
moet de Vorm hebben

E 7) e =/loe'+}3/4. e.

waar Z)i =Z/t¢1=1 R ﬂiZo s My 0
| , | 2
Verder is ' e! =L o, e, .,
| o~ i
'Substitu‘bie levert | S
T ‘
By e = g e +I (M g Xy)ey
o T

De co&ffici&ntensom is rechts weer 1. Wegens de éenduidigé bepaa

heid van de barycentrische cofrdinaten is in 't bijzonder
| = A .

Indlen /'1 /40 = 0 1s, kri ggen we de punten van het gemeenscha

peli jke onder81mplex T(e.l,...,e Yo Is & ,(O dan kunnen er gee

andere gemeenschappell jke punten zijn; maar o« (O betekent juis

dat e_ en e(’) in verschillende halve ruimten llggen._ Is s >0

o

(dezelfde halve ruimte), dan hoort: krachtens
. P P
ﬂd:o(——o‘,/ﬂ(iz Ai.‘:(;AO

bij 1eder purl‘b van T(eo,e,,,...,e ) ‘met )& A0 (i=1,000,7) en
voldoende kleine 2.0 gen ermee- samenvallenci punt van T(e! ,91,..,5
In het eerste geval liggen de s:me_lAexen netges, in het tvveede
niet. , : o
s-f"elll_g_: nggen in de EI‘ d,e simplexen T(e ,e,l,...,e ) en
T(e! ,e,I, ...,e ) netjes, dan zijn de blnnenpunten van T(GW‘”’GT\

;;1nwend1ge pu.nten van T(eo,e,‘,...,e ) u T(e elyeqyesesb, ).

BeWIJS. De baryoentrlache nobrdinaten van x in het ntelsel
0’81"‘”6 ‘heten A (X), die in het stelsel e! ’61""’81'1 heten
/14 (x).,De functle £, (x), die in A 2 0 met W (x) en in )
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met ;ﬁdl(x) s&menvalt is in de hele ruimte continu (zie I.4.4).
Dus is de verzameling £, (x) >0 (i = 1,.u4,n) open. Dat is echter
een deelverzamellng ven T(e ,e1,...,en) U T(ao,e1,.g.,e ), dle
alle binnénpunten van T(e1,...,e ) bevat. =

2. Gegeven een stel simplexen zonder gemeenschappellgke pun-
ten._Tussen deze 51mplexen zijn zekere identificaties. vastgelegd,
en wel als volgt Zekere hoekpunten e ,e.[,,..,ep yan het simplex
T kunnen geidentlflceerd zijn met resp. e ,e1,...,ep van @" en
den is I A, ;€3 van T ook gefdentificeerd met I A ;e van T'. De iden-
titicaties moeten samen transitief enm omkeerbaar. zijn, en twee
verschillende punten van hetzelfde simplex mogen nooit met" ‘elkaar
geidentificeerd zijn. %olets noemen we een sbstracte ‘polytoop. Ve

passer overigens dezelfde terminologie als le de (concrete) po~-
1ytopen toe. ‘

Vogorbeelden: Viervlak ‘ ,. Torus ,. g ,
N : 'Y"“”"jf = P B
- ‘ \/ E‘/ b= S i ) ;
. | , | s Sl S ‘.
LT ) \/ - ] ’/-” - o .
Projectief vlak. , 5 o '

Al
-
\

i
NN
l/ y \

De 1dent111catles 213n dpels getekend, deelu door 013f°rs aange—:x
duid..- ' '

Stelling: Ten elndlge r-dlm. polytoop P kan in de F2r+1 wor-
den geconcretiseerd (d.w.z. op een concreta leytoop 1= 1-‘afge*
beeld, zcdat de afbeelding in ieder 81mplex barycentrisch is).

Eew1gs' Fet (te construeren) beeld van een punt of verzamellng
wordt door een accent aangeduid. Ve gaan ervoor Zorgen, daﬁ “

(1.) Twee verschillende hoekpuntep van P nooit hetzelfde beeld
hebben. . . _ o s

(2.) Tlke hoekpuntenvevzamellng v, dle .een 51mplex Van P bew
paalt, afgebeeld werdt 1n -een Verzamellng van En+1 in algemene "
ligging, .en - : : R

(3.) De simplexen van P! paarﬁgeWLJs net;eg 11ggen.ai’*‘ o

Volgens (1.) geldt: . ‘ A SRRt , 8
e ~ ; S (VAT = ViaW! (v nmver%amellngen h '
Coemiwt T =W ovolgbVe=W. punten)
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_ Uit (2 ) volgt, dat elk simplex van P éénéénduidig wordt afge-
. ba&ld* Ve tonen aan, dat heel P éénéénduidig wordt afgebeeld z
| =b'. a/en b zijn blnnenpunten van zekere 51mplexen T(V) en
(W) van ?‘ Dan is dus ‘

8 =be (V) A MW = TV A (W) = (V' AW)
| (omdat (V') en T(W') netges liggen) = T((Vn“) Y. |
. Aangezien de afbeelding in T(V) en T(W) 1-1 is, volgt nieruit
,a,bavﬂw daar a,b bxnnenpunten van V en W zijn, is dus V = W en
 wegens de éénééﬂ&uidlghald in V =7 dus a = b. Dus is de afbeel
 ding in heel P ééﬂéénduldlgs Verder is duidelijk dat P' een pol
. l‘tmap is,
h We moeten nu de ®1sen 1=-3 vervullen. De constructie geschl
inﬁuctief. Laat van n hoekpunten ven P (en hun 31mp1exen) de beel
den in E, .4 al ‘geconstrueerd zijn, zodat 1-3 geldt. Dat geeft ef
deelpolytoop P' van P', We kiezen een (n+1)-de hoékpunt van P,
naamd e, met als beeld e' en voegen alle 81mylexen T(e , V') aan
P' toe, waarvoor T(e,V) een simplex ven P is. e' kiezen we wille
keurig, maar verschillend ven de aanwezige hoekpunten en zo, dat
alle 1ijnen ver%oden gebied zijn, die een punt van een < r-dim.
sxmplex van P verbinden met een punt van een { r—-dim. 81mp1@x
P'. Dan is 1-2 meteen vervuld. Je tonen nu aan, dat e

*

() twee nieuwe (1) een oud en een nieuw
simplex netjes liggen. Zijn T(J1,e en T(V 2,e) simplexen van P,
dan moet dus

{o4) T(V s€') A T(Vz,e ) ==T(V1nVé,e')
zijn.(dim.Vi 4 r.) Is a' in het linkerlid, dan ligt a' op 1ijn- é
stukken e‘a; en e’aé met a{eT(Vi). Aangezien voor €' een lijn ;
a; aé verboden zou zijn, moet a’ :'aé zijn, dus is a' op een vef;
bindingslijn van e' met een punt van T(V aVZ), dus in het rechteﬁ

1id van (o). Hieruit volgt « .

21 in T(V,) en T(V ,e) s1mp1exen van P, dat moet

) T(V*) A T(V’ ,et) = T(V'mVé e)
21Jn. (dim. vy < r, dim. V' £ r.) Is a' in 't linkerlid, dan is
a'eV) en a"pp een llanstuk e'ah, aQeT(Vg) ‘Aangezien een lijn .
a'aé voor e' verboden gebied zou zijn, geldt a! =7aé, dus a' in |
het rechterlid van QG). Hierui. volgt ).

Het verboden terrein beslaat eindig .ccl 2»~4im. lin. var.
in de B, . 4. Die putten R, +1 niet uit. (Dat is inductief te |
zien, door het geval met een nieuwe 2r-dim. lin. var. te snljdeng

"Fen e' zoals gewenst, bestaat dus. i
, 3. Onderverdeling van een 51mp1ex T is een eindige polytaag
‘i»die als punﬁver%amallng met T samenvalt. Onderverdellng van een
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polytoop P is een polytoop, die ontstaat door de simplexen van
P onder te verdelen. .
De barycentrische onderverdeling van een simplex
T(0yTyeae,T)
ontstaat door als nieuwe hoekpunten te kiezen de zwaartepunten

van alle mogeli jke ondersimplexen | .
T(10,11,..‘,1 )y
e ces
innzi:ﬁnieuwe r~dim.{u§;;1;xen,:{jé{
T( {i {10,11} { 0,11,12} gosey {16’11"{"ir} ).

(Dit zijn er (r + 1) !

Dat dit een onderverdellng is woxrdt
" inductief bewezen. e voeren de laatste
stap uit: Is aeT(0,1,...,T) en
afz= {io’iT”"’ir} , dan projecte-
ren we a vanulit z in een zelfkantpunt
a' van T(0,1,...,1). a' ligt op een
echt ondersimplex van T(0,1,ves,T).
Inductief weten we, dat a' = zekere
T({ 101 , {1 11} sreny {1011...1 ; ) is, dus AR ﬂ
ae T(f i ), {igiqg}yeeny {1 1"'1r-15’ {1011"'1r-1 r} ) Ook
z ligt hierin. De vereniging van de nieuwe r-dim. simplexen be-
vat dus het oude. Het omgekeerde is eveneens ‘evident.~ Ga zelf '

na, dat de nieuwe simplexen een polytoop vormen !

De barycentrische onderverdeling van een polytoop wordt ver-
kregen, door zijn simplexen barycentrisch énder te verdelen.

4. De diameter van een simplex is gelijk aan.zijn grootste
ribbe. . S A . T
Bewi js: Doorloopt p een 1ijnstuk, dan Befeikﬁ:.e(p,q) zijn
maximum in het eindpunt van het 1ijnstuk. (Waarnm‘V) Doorloopt p
een simplex, dan bereikt Sa(p,q) zijn max1mum in een ‘hoekpunt
van het simplex. (BeW13s dit inductief, door een’ llanstuk door
p te leggen met op de zelfkant van het 31mplex 21Jn eindpunten!) ~
$ (pyaq) bereikt dus in een, simplex bij varlabele p ®n g zijn ma-
ximum, als beide hoekpunten zijn. : -

Is T! barycentrlsch deelsimpléx’ ‘van de r-dim. 31mplex T,
dan is diam. T' £ 21 diam. T. '

Bewijs: T = T(xo,...,xr) ‘Na evtl. vernummering mogen we.
veronderstellen, dat de grootste ribbe van T! de eindpunten

1 _
¥ ‘_ * g N B 1 ) ; 2 ..”
_'en . {x ,..,,Xk,..s,xl _——T Z x ='b “ ‘
et : o C g

ezit. Het punt | 2




L

{X'k+1, ...,Il} "‘"‘E E ’xi = C
ligt ook in T.

b = %ﬁ% a + l:% c, =
. v "
_ - 1 : - - r—-ﬁ diam T.
dus \b al = 1+1]C al £ gle al =7 ;

Stelling: Tij voortgezette barycentrische onderverdeling van
een eindige polytoop naderen de diasmetersder deelsimplexen geli jk-
matig naar O. (Bewijs dit zelf!) ‘

V. Compacte ruinmten.

1. We veronderstellen scheidingsaxioma 1.

E. heet compact, als iedere oneindige deelverzameling ven R
een verdichtingspunt bezit.

Dus iedere ruimte uit eindig veel punten is compact. laar Bol-
zano-Welerstrass bezit elke oneindige beperkte verzameling V van
E1 een verdichtingspunt;'is V afgesloten, dan hoort dit verdich-
tingspunt ook bij V. Dus e@n‘beperkte afgesloten deelverzameling
ven E, is (als ruimte) compact. Hetzelfde geldt voor de beperkte 7
angSlotéﬁ:deelvérzamelingen V van Er; VWant men kan een oneindige
. deelrij uittrekken, waarvan de 1e codrdinaten (die immers een be-
perkte verzameling vormen) convergeren; hieruit één, waarvoor ook
de 2e cobrdinaten convergeren erz. Een puntenrij, waarvan alle
co8rdinaten afzonderlijk convergeren, convergeert. Dat levert het

verdlchtlngspunt. '
'f In de Hilbert-ruimte F geldt die bewering niet.. De punten
a; = (0,0y¢441,0,...) (op de i~de plasts een 1) hebben de afstand
1 van de oorsprqng, vormen dus een beperkte verzameling V. Alle
coordlnaten afzonderllgk convergeren naar 0. De oorsprong zou

dus het enige verdlchtlngspunt kunnen zijn, maar die heeft van
alle punten van V de afstand 1. Dus heeft V geen verdichtings-
punt. . f |
De fundaméntaalQuader'F van H is wel compact. Gegeven V C.F,
V oneindig. Ve kiezen een deelri xéﬂ) van V, weaarvoor de le
codrdinaten convergeren; hleruit een deelri] xn2 , Waarvoor de
‘28 cobrdinaten convergeren, enz,'Van de "diagonaalri j" xén) con-
“vergeren alle cofrdinaten, want b.v. de k-de cobrdinaten vormen
(op de eerste k-1 na) een deelrij‘van de k-de cobrdinaten van
nggk)' I.p.v. Xr(ln) zeggen we y, (772“ 1’77n 2,...).

‘ ' lim 77n, = 27

Wn, ;“‘*":15 EI A

e B



(’71,”)2,...) is dus in .
2 .
Z: (’71,}.1"7] ) 2+ E ) -

=

1 Lu+1 ) .
Wegens de eonvergentie van I 15 ‘kan de 2e som <-%€ worden ge-

maakt, door I groot genoeg te kiezen; wegens de convergentie der
codrdinaten de eerste eveneens voor alle n zekere N. Dus
limy = v is een verdichtingspunt van V. :

Bewijs zelf: Ten onbeperkte verzameling van een metrische
ruimte is nooit cp@?dct. Ten afgesloten verzameling van een com-
pacte ruimte is (els ruimte) weer compact, Een niet afgesloten
verzameling ven enige ruimte is niet compact (zie Ii,?"). De ver—
eniging van twee compacte ruimten is compact. Een eindige poly—
toop is compact. _ ;

Een systeen 7 van verzamelingen heet eindig gebonden (gebon-
den), als ze met zijn c¢indig velen (met zijn allen) een niet le-
ge doorsnee hebben. '

Een uysteem z van open verzamelingen heet aen overdekklng
van R, als R de vereniging van de 0el is.

R heet bicompact, als

(¢) ieder eindig gebonden systeem van afgesloten verzame-
- lingen van R ook gebonden is; oftewel:

93) iedere overdekking van R een elndlge overdekking be-
vat.
e tonen o €3 aar: Zij I een overdekking. g* bestaat ult de com-

plementen RN\O van 2lle Oegl. Tegens R = U0 is /A\ A= K\R\\O
s Oez ' ep® T TOeR

. x .

leeg. Dus is Z™ niet gcebonden, dus, als («) verondersteld wordt,
. e L s H_ L%

00k niet eindig gebonden. Fr is dus een elndlge L C:Ei, zo dat

ke A =00 1s, 21 zi] de verzameling van de 0 = R‘\A met A£21 .
AeX
Q

Den is J.uq U
. Oe 1 .
Stelling 1: Ten.afgesloten deelverzameling van een bicom-
pacte ruimte is (als ruimte) bicompact. (Bewijs dit zelf!)

Stelling 2: Tedere bicompacte ruimte is compact.

= R. Dus geldt (A). analoog omgekeerd.

Fewijs: Tas V een oneindige verzameling zonder verdichtings—
punt, dan was V afgesloten (zie I.3.1, I.3. 14), dus ook elke
v\ (a) met acV. Deze verzarslingen zouden ‘eindig gebonden, dus
gebonden zijn, hetgeen niet klopt. Dus hestuat zo'n V niet.

Stelling 3: Ten compucte T, die- machtlgheldsax1ﬂma 2 ver-
vult, is bicompact. ’ oy ‘

Bewd js: Gegeven een ovcrdekklng L. alle basis-0 met 0C P
‘voor zekere Pel, vormen een. overdekklng L', die aftelbaar is.
Bij iedere QeL' hoort een Pel met O0CR; “deze P vormen een aftal—

L
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bare overdekking Z"C L. Deze A" bhestest uit verzamelingen
PyyPpyees We willer eontoner, det (voo? zekere n) reeds PyseessPy
een overdekking vormen. ag.dit niet zo, dzn waren onder de
(ngi oneindig veel verschillende, die we Qq,Qp, ... noSmEnN,
QiC"Qi+1‘ “e kiezen u. 5Q1+1\ .« De &y bezitten een verdlchtlngc-
punt a. Fu is aidfj veoor alle 3 < i, dug a;eRN Q4 voor alle i 23
R\G. is afgesloten, dus is ook seR\ J., du° a#” voor alle j,
duse aiLJQj = R, hetgeen ormogelijk is

Ten verzemeling V ver een metrische ruimte R heet een ge-net
(e >0), als elk punt van R ver V een afstand ( ¢ eeft.k

. vgﬁglligg“i: Tern compacte metrische ruimte bezit een eindig

e-net voor elke ) 0. ' "_‘

Bewljee: We kiezen achter elkasr punten‘a1,a2,... s zodat elk

‘»

van de vereniging van de voorafgucnde een afstand .>'e heeft. Dit
proces breekt af bij zekere m, want anders zoaapn de ah‘een ver—
dichtingepunt bezitten, hetgeen onmogeli jk is. aT,...,am vormen
- dan een e-net, omdat geen punt van T meer bestaat, dat van deze
een afstand Z e heeft. :
Stelling 5: Ten compacte metrische ruimte vervult machtig-
heidsaxioma 1, dus (zie ITI1.5) machtigheidsaxioma’ 2, is dus bi-
ccmpact (3te]iln@ 3).
Bewljs: Vn zij cen e-net voor g = %. LJVn ig overal dicht en
aftelbaar.
Stelling 6: .Fen hicompzcte Hausdorff-ruimte is regulier.
Newi js: Cegever een afgesloten verzameling A en een punt pgh.
Bij iedere acd is er een paar omgevingen Uanupa>,: I . De U nd
vormen een overdekking van de bicompacte ruimte A (Stelling 1).

Dus élJF er c1,...,am sk zo dat reéds"Lj(Ua AL) =4k is.’We stel-

. ) ' R e
len L/U‘ = U en p o1 - V. Dan zijn U en V de U-zvraagde vreem-

l .
de omgevin gen van L en p.

Stelling 7: Ten bicompacte Fausdorff—rulmtb is zelfs nor-
maal. Bewijs dit zell volgens hetzelfde beginsel als 61

Stelling €3 Fet’continue be¢¢d van een bicompacte ruimte
is bicompact. - ?ew13 dit zelf. . . o

Stelling 9: Fet continue beeld van een compacte ruimte is
compact. Hewijs: Zij V' een oneindige deelverzameling van de
beeldruimte R' zonder verdiohtingspunt Dan is V"afgesloten,
dus wegems de continufteit ook het OTl?lﬁeel I van V'. v heeft
een verdlchtlngspumt aeV. Fet beesc a' eV‘ be21t een omgevzng
fUa, met U ,nV' - [0 . Fet orlglneel van U is cen omgev1ng
T araw !ﬁaar dan is ook U gV = [ in stmjd met het feit, dat

wunt vam v 18. Dus was da anderstelllng Qngulst.
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ctelling 10: Eeﬂ“eéﬂeenduidige continue afbeelding van een

compacte in een compacte ruimte is t pologisch,

Pewijs: Is A een zfges loten verzqmellng ven de originele
ruimte, dan is A als ruimte compact, dus zijn beeld A' is compact,
dus afgesloten in-dé'beeldruintg. Bij de inverse afbeelding is
dus het .origineel ven elke afgesloten verzameling afgesloten, dus
is de inverse afbeelding ook continu. '

Stelling 1ts- Tern continue refle functie gedefiniderd in een

compacte of bicompacte ruimte bezit 'een maximum sn een minimum.
(Valegt uit 8-9.)
Stelling 12: Ten continue afbeelding van een compacte metri-~

sche ruimte in een metrische ruimte is geli jkmatig continu.
Rewl js: e moeten sontoren het bestaen van een 6;>O bi] gege~
ven £ % 0, zodst voor alle @, b met

Pt ‘ gla,b) (.2
celdt g( Va), £(b) )¢ e .
"as die d er niet voor zekere £ } 0, dan was er dus voor ledere
n een paar a , b met ‘
- : SJ pzb )( n? ‘ (‘X)
plele,) 5 £(o) ) 2 e (=35

™

r is een deelrij n' van de natuurlijke getallen, zo dat
Ce . lima., = a
: - ;

 bestaat. Maar dzn bestazt ook wegens (=)

lim b = a,

en dan levert (x =) ecn strijdigheild met de contlnuitelt OpPe

2. Ten afbeelding f ven een metrische ruimte in een topologi-
sclhie ruimte heet een e-afbeelding, als de nrigineel-verzameling
van ieder punt eern diameter (e bezit,

Cteillpx 1: Is £ esn e-afbeelding van een compacte R in S,
dan bestaat er een 'b) 0, zudat ven elke verzameling met een dia-
meter < 7 het crigineel een diameter ( ¢ bezit.

Eewijs: /ag dit niet zo, dan bectonu voor elke 7}: % een
punternpaur &,,b ek met ?(an,bﬂ) 2 e en f( f(b ) ) (
en we konaen een deelrij n' van indices Vinaen, Z0 dat lim an = a,
lim bn = b bestaan. cax dan bevatte het orig neellvan f(a)
= f(b) de twee punten a en b met ¢(a,b) > e, in strijd met de ver-
onderstelling. .', | )
Stelling 2: Ten compacie mesrische ruimte R bezit voor iedere
€>0 een e-afbeelding op €:n geoch"fe eindige polytociia \
Bewi js 01,...,0 vormern een eindige o?erdekking van R, met
diameter (O )< £ De functie- l' ‘ RS
®(p) = f(p,ﬁ\\O ) | ; B
is continu nn verﬁwzgnt net in H‘\Q--u'

-
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ol ()
ﬁi(n) W
is zinvol en continu. lan iedere Ci laten we een punt Xy ven de

F beantwoorden, zodat de T(xf,...,xn) een simplex is. Met T,

n-1
duiden we een r-dim. ondersimplex van T(x1,...,xn> aar.
: o f(p) =2 Ay(p)xy

is een continue afbéelding in -T(x T""’Xn>‘ f hoeft geen "afbeel-
ding op" te zijn. Jordt T -1 niet vol overdekt door f{R) dan is
er een binnenpunt r van T 1 dat niet overdekt wordt. We progec—
teren £(R) vanuit r op de zelfkant T -1 deze afbeeldlng is conti-
nu en wordt gn ~1 genoerd. Ve deflnléren gn ~z in elke' Tn o3 dat
door gn"1f(R) vol overdekt wordt, als identiteit en in ieder an—
der T -2 als projectie va:uit een niet overdekt binnenpunt op de

zelfkanf van die T o° g -2
n-i 7

is eenduidig en continu. Analoog de-

van alle 1 £ n~-1. We stellen

h g1g2...gn Egn—1f‘

Elk ondersimplex van T _, waarvan een binnenpunt tot h(R) behoort,
ligt geheel in h(E). Dus is h(R) een polytoop.
Bij een afbeelding g‘—l blijft elk punt in al die simplexen,
waar het in wis. Is

finidren we g

h(p) binnenpunt - van T. = T(X; yeeesX: )

i i, i,
dan was f(p) binnenpunt ven zekere i met TkZ)Tj.
Dus (P) = E/,: (P)X
met 3, (p) % 0
dus ° pe0, .

o
De h-origineelverzameling van elk punt is dus in een Oi bevat,
dus ¢ =. o e
Opmerking: Ts h(U)?L(Xi "“’Xi.)’ dan is zelfs
PEOi N s e N Oi . © J
0 J

Defirnitie: Een compacte metrische ruimte P is van de dimen-
sietrap r (dim ﬁ) wanneery een r het kleinste getal is, waarvoor
een £-afbeelding (voor elke € »U) van R op een eindige r-dim. po-
lytoop bestaat. Oftewel: dim * R £ r dan en slechts dan, als enz.

R heet van oneindige dimensietrap, &ls zo'n getal r niet be-
staat.

Een overdekking & van een metrische ruimte R heet een g-r—
overdekking, wanneer diam O (e voor elke Oel is en telkens r+2
verzamelingen Oel een legc dnorsnec hebben. '

Zij P een r-dim. polytoop en I de verzameling van de ster—

ren van alle hoekpunten . van P. Is d(e )n...n GKe ) niet leeg en
‘ &vaxﬂh@t dus een punt a, dan is er een ‘simplex T van P (waarvan

i@),ﬁm@&t T CLdIei) (1 = 0y eve,m) g&l&t, maar d‘
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zijn deze N hoekpunten van T, dus dim T > m. En omgekeerd: is
T(eo,...,em) stmplex ven P, dan is 0(e/ )n..nxale )y £ . -
Zijn de sterren bovendien e, dan is deze £ dus een e-r—over-
dekking, maar geen e~(r—-1)-overdekking van P.

Stelling 3: din®™ R { r dan en slechts dan, als er voor el-
ke € >0 een e-r-overdekking van R bestaat.

Rewijs: Uit de opmerking bij stelling 1 volgt, dat het be--
staan van een e-r-overdekking tengevolge heeft het bestaan van
een e-afbeelding op een ( r-dim. nolytoop, dus als dit voor el-
ke € > 0 het geval is: dlm R ¢ r. - Zij dim™R ‘= den is er
voor elke € » (0 ‘een e-afbeelding f op een eindige polytoop Ps
dim P g r. We kiezen een 37 > 0 volgens stelling 1 en verdelen
P zolang barycentrisch onder, tot de sterren ven alle hoekpunten

ﬁy zijn (IV.4). De nieuwe polytoop P* is ook ten hoogste r-
dim. Onder & verstaan we de verzamellng van alle f ( G(e Y ),
wazr e, alle hoekpunten van p* doorloopt. De verzamellngen van
z zijn open en < & en hebben evenals de 0(e;) ten hoogste met

zijn r+1 een niet lege doorsnee, vormen dus een s~r—dverdekking.'
Stelling 4; dimXR = r dan en slechts dan als er voor elke

€ »0 een e-r-overdekking, maar niet voor elke €¢>0 een g={r-1)-

overdekking van R bestaat. (Gevolg van3.) | :

Let-wel: Ve weten nog niet, of een r-dim. simplex (polytoop)
nu ook van de dimensietrap r is, dus of zo'n simplex (pblytobp)‘
niet.op lager-dim. polytopen e~ afgebeeld kan worden voor elke
e >0. Dit zal leter blijken, niet het geval te kunnen zijn. Tot
nu toe weten we alleen dim™ P < dim P. Het omgekeerde is een diep-
liggend feit. :

el kan men door r-afbee]dlngen de dlmen51etrap van een com=
pacte ruimte willekeurig verhogen. Denk aan de Peano-kromme!

5+ De lege ruimte is van de dimensiétrap -1. Ten compacte
metrische ruimte R is dan ¢n slechts dan ven de dimensietrap O,
gls ieder punt van'R willekeurig kleine brokomgevingen bezit.
("Slechts dan™ volgt uit stelling 4, want is Oqs a0y een over—
dekking met oinoj =0 (1 # ), den is er bij iedere peR een

0. met pe0. = R\ U, 04, en dat is een'brokomgeving van'p.
1o ‘o 1#1 :

"Dan'": Uit het sys teém Yan alle brokken met dlamJ { & kan nen
wegens de compactheid een elndlge overdekking 01,...,0 met brok-
ken uittrekken; de 03 ol \-\—ﬁ 0; 2ijn ook brokken en yormen %
cen e-O-overdekking.) ‘ | S iy



VI. Topologische groepen

1. O heet een topologische groep, als G een topologische
ruimte en tevens een groep is en als ab (a,beG) en a'1 continu
van a,b resp. van & afhangen. .

(@(a,b) = ab” stelt een afbeelding ven G XG in G voor; als zo-
denig hoort ¢ contint te zijn.) g

In een topologische groep G is de 11nks- (rechts-) vermenigvul-

aiging met een vast element,
f (x) ax Tesp. g (x) = xa ,
een topolcglsche afbeeldlng van G op G. Hetzelfde geldt voor
X > X 1.
Is V open resp. afgesloten, dan ook aV, V en V 1

We veronderstellen in 't vervolg sche1d1ngsax10ma Te

Zijn G en G' topologische groepen en is G continu homomorf
afgebeeld in G', dan is de kern van dit homomorfisme afgesloten
( (a) is nemelijk afgesloten.)

Is omgekeerd H afgesloten normaaldeler van G, dan kan men
" G/H topologiseren: Is 0 open in G, dan is de verzémeling der aH
met acO open in G/H; en deze open verzamelingen vormen een basis
voor G/H. -Laat zien dat de axioma's I vervuld zijn! Ook schei-
dingsaxioma 1 is vervuld wegens de afgeslotenheid van H. Laat
zien dat het homomorfisme a > aH (van G in G/H) continu is! Toon
aan, dat alle axioma's van IT zich van G op G/H overdragen!

Een continu isomorfisme is niet noodzakelijk topologisch.
Voorbeeld: G de optelgroep der natuurli jke getallen. G' de op-
telgroep der re&le getallen mod. 1 (géﬁopologiseerﬂ als factor—-

groep ven de optelgroep der re¥le getallen naar G). f(n) = n
b (mod.1) met irrationale a?. f is een isomorfe afbeelding van G
op f(G), maar geen homeomorfie, want in f(G) komen verdichtings-—
punten voor en in G niet.

2+« In 't vervolg hebben we haast uitsluitend met commutatie-

ve groepen te maken, die we additief schri jven. Ten blazondere
" rol spelen dé optelgroeven der |

gehele getallen (mod.0}. aangeduld (tr1v1aal getopol.)
" " mod. m (mod.m) " ( 1 n )
_re¥le " -t (re) .,
meoo o, mod. 1 : (re mod.1) .

Gegaven ean verzameling A en eell (topologlsche) groep . We
finiﬁren de (topologicehe) “graep ] boven A effq“ :
menten zljn de (91ndlge) 11neaire combinatles




Ard.w z.,slechts eindig veel coEfficiénten J& zijn # 0. Met deze

35*elementen wordt zo gerekend dat

zhi-kzhl—z((ylwu)a

~is. Verder defini&ren we ‘
' JZEN } = verzameling der E‘J/l ; met ey =0
indien }; =0 ene; = 0,+ 1 anders.
Dat is dus een deelver?amellng van (ﬁ o Men ziet:

hol = (o) , Vzf = I -zH Jz 1725 | JC = 1“ + Uzzﬂ .
Is P een cpen verzameling uit Y", dan verstaan we onder B(z,P)
de verzameling der yeG met V z-y ll.C P. Door deze definitie wordt
een topologlsche groe . De axioma's van topologische ruimten 1
worden n eweze d;t blﬁ metgluche ruimten
8 gesohle e cop teit va 2 in zy en- z2 te bewi jzen,

1moeten we eerst blg een.gegeven omgeving P van 0 in r‘een omge—
ving P' ven O in [ bepalen, zodat P' + P' C P is.- P' bestaat,
omdat 1n, r‘de opteloperatie contlnu is. Is nu -

R Zo = z? + zg s % =7+ 220 |
dan is -z - 20 = (z - zo) + (z1 - zz)
Indien SN 92‘ - z !k:P‘

geldt, is iz - ZOHCP.

"
o

Mus is ook in- G de opteloperatle contlnu.

: Als i een elndlge verzamellng 1s (m elementen), is ¢ de m-
‘topalogle Van G met d;e van het m—voudlge car$631sche product over~
eenkont! "

VII. Ontwikkelingen van ruimten en groepen

1+ Een rij Bn van rulmten, waarvan 1eder in de voorafgaande
ccntlnu is afgebeeld, '
fn+1 Fnq C:Rn’ ! ’
heet een Rn~ad1sche rijs zijn alle afbeeldlngen ”op“ dan spreken
‘we van op—R -adisch.. :
We daflnléren voor alle m > n de (continue) afhee?ﬂLugen

‘ DRCR
inductief door fm fl = n . ' . |
De rij P hepoalt een 11m10uru1mte R, de Rn—adlsche llmlet
de R -s. Punten van R zija de rije- (eBn) met ‘ , ;
&y fn+1 n+1 Poay heet de n-de cobr“*“.Et van

het zojuist vermelde punt. ‘ AL 5 :
Speciale open verzamelinga‘InR noemen we voor willekeurlg
geven n en G open 1n En de verzamellng van alle punt@n wwar

. _nwda cwﬁrdlnaa'”




verzamelingen in R islweer een speciale open verzameling.iwant
als deze door 0 resp. 0 bepaald zijn en m < n is, bepalen we

P als het fn -orlglneel van Om en vormen 0O nP . Deze bepaalt een,
speciale open verzameling in R, die net de doorsnee van de twee
gegeven verzamelingen is. '

, Open verzameling in F is iedere vereniging van speclale open
verzamelingen. Toon aan, dat men i.p.v. “vereniging# ook ke&n zeg-
gen "aftelbare vereniging" ! Toon aen, dat R inderdaad een topOf
logische ruimte is. v

f zij die afbeelding, die aan elk punt van R zijn n=de

coardlnaat toevoegt £ ig continu (waarom?).

£ f .
Voor a,beR, a % b, 18 er een n, zodat f (a) # £, (b) .
2. £telling 1: Met de ruimten R, voldoet ook hun Bn~adlsche

limiet aan msen der scheidingsaxioma's 1-3 en aan machtigheidsaxi-
oma 2. ' o

Scheidingsaxioma 1: aeR, fn(a) = a.; (an) afgesloten in R,
dus zijn fn—ofigineel A n) gfgesloten in R. (a) = [\.A(?).

Scheidingsaxioma 2: a,bek, a # b. n zo dat fn(a) =a #
ﬁn(b) = bn. On’ P, omgevinggn in R, van a, bn; anfn = E% . De
originelen van On"Pn in R voldoen.

Scheidingsaxioma 3 in de vorm 3' : acOCR, Q0 open. We zoeken
open P met agP, PC 0. Te mogen O speciaal veronderstellen, dus
0 = f -origineel van open ORCLRn voor zekere n. an=ﬁn(a)eon.'Er
is open Pnc;Rn met anePn, PnC10ﬂ. Kies P als ﬁn-arigineel van Pn!

Stelling 2: Veronderstel, dat in de Rn de topologie door
het limiet-begrip bepaald is. Dan en slechts dan is in R
llm a(i = a, indien voor elke n de limiet van hun n-de cobrdi-
naten bestaat. _

"Bewijs: 71 lim»a(l).z 2. Gegeven een omgeving O <;Rn van
a2 .« Deze bepaalt een speciale OCR met ae0. Tu is a * €0 voor

n

bi jna elke 13 dus an eO VOoor byna alle 1. Dus 11m aél) = an
713 11m aél = a, voor. elke m (a( 1) f (éﬁ )3 wegens de cont:—
nuItelt van fm is dan l%m fm (a 1? ) .= ?ﬁ (a( )), dus a, = fm e

Dus deflnléert de rij ay, een punt avan R ZiJ O speclale omge—
ving van a, dus 0 = fn -origineel van open On uit Rn‘ Nu is

0 X
e0_ , dus bijna alle a(l) €0, » dus bijna alle a(l)ao . Hier—
n Il ; n .

0. "o %o %o
uit volgt lim a(l)

- Opmerking: De veronderstelllng is in '% bigzonder vervuld
‘blg metrische ruimten Rn en bij rulmten, die aan scheldlngsax1o— |
ma 2 -en machtigheldsaxioma .2 voldoen. Naar stelling 1 is ;n’hgt‘,
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laatste gevel ook in R de topologie door het limietbegrip bepaald.
Stelling 3: Zijn de Rn metrische ruimten, dan is ook in R een
metriek mogeli jk.

Bewi js: Ve mogfr'verohder°+el¢en, dat de metrleken ¢n (resp.
in Rn) aan yn(x,y) < 1 voldcer. "e vormen in R:

glz,0) =L 270 @ (a,b). -
e moeten asntonen, drt de door ile metriek £ in k gelInduceerde to-
pologie met de I -adi.cue samenvalt, of te wel (volgens opmerking
bij stelling 2) dat het begriv limiet in beide gevallen hetzelfde
ise. Is nu lim a(l) = g volgs
dan is a fortiori lim f\%

de metriek, dus lim ;?(a(i),a) = 0,
an} = (0 voor elke n, dus lim a i

= g (Rn-adische topologie) wegens stelling 2. Asn de andere kant is
¢ (a,b) =1 o1 ?n(fn(a),fn(b}) ele gelijkmatig chnvergente som van
continue functies in L (Rr~adisohe topologie) wegr continu (Rn—adisch).

Dus volgt uit 1id = (10 a (Rn~a@isch) : lim lf{a*l ,a) = 0, dus

llmAa(l = a (metrisch).

Stelling 4: Zijn de R, metrisch compact, dan ook R.

Bewijs: Z1j V een oneindige deelverzameling van R. Ie f1(V) ein-
dis, dan is er een oneindige rij verschillende a(l) e V met alle—
maal identieke i, (a(i)). Is £, (7) oneindig, dan bezit het een ver—
dichtingspunt. Ir elk zeveal is er een oneindige deelrij verschillen-
ge (MWg(i) [ 4 (1) (1) Cp V(1) WD) o

fz(V(1)) passen we uevelide redeperlﬁg toe en v1nden een deelri]

(2) (l) (1) (1) te (?> (l>. Zo gaan we door en vin-

"2 ) (1) (r=1) (1)

den dus algemper een deelrij verschillende van

)aé;) (l) (l) zijn alle
termen verschillerd en convergeren voor iedere n de n-de cobrdina-
ten. Dus besgtaat lin (1) (1> en

Stelling 5: Zijn de Rﬁ metrisch compact en niet leeg, dan is ook

N :')

214
l

— (v

met convergente

net CuPVGT*ET
met convergente Tar de ”uiagonaalr" "

v is verdichtingspunt van V.,

E niet leeg.

Bewl Js: Sn =(; f? hm is als doorsnee van niet lege afgesloten
verzamelingen in ie uluompaute Rn niet leeg en fn Sk y Br is dus
een rij a, € Rn’ = 8, die een punt van R def1n1éert.

3. e spreken van een uovtlnue afbheelding g ven de R _—adische

“n
rij Rn in de ruinmte ¢, als blgna alle R_ continu afgebeeld zijn in

Q Q« B <« Rk+14:i ces &—R
g8 Rn‘“ ’_ .
ze dat ‘ g fm g
is. Ten dergeli jke afbeelding inducerz. er €én van R in Q,
¥ RiLQ' ‘
g = g fn‘

(Waarom is g hlerdoor eendu1q1g bepaaldv)
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We sprekeﬂ van een Comtinue fbéeldiu& gn van een ruimte Q in
de Rn-adlsche rij BI, als Q in de afzonderllgke P continu is afge-

beeld, P ; | =
R14F RZ Q“‘... «—R .-
«Q .
Een dergelijke afbeelding bepaalt er een van ¢ in R
g QCR |
I, 8= 8y ' L

(dus g(x) is het punt van R, wacrvan de n-de codrdinaat gn(x) i%.
g is inderdaad continu, want is O een speciale open verzameling van R,
¥ S _ S . o
dus bepaald deor een Or C Rr" dan 1% het g-origineel van O de verza-
4 ES o
. ' e : .
“meling van alle punten van [, wasrvan de n o~de coordLnuat in 0, valt,
o . N . ~ o
dus gelijk zan het &, —origineel van OIl 5 duu open.
= 4 e - . o -
We spreken van een continue afbeelding spﬁ

» ven een rij R, in
o 3 o <@ .
,sen r;q‘s (fm K CIRﬁ, 2 C;Sn), wanneer

©n
m - ' ¥
IS ' . L
‘yyn Rm T n .
‘le vaste n voor bijna alle m continu 1s gedefinigerd -en
. , Y = 29 B - i
' Pntp =8y ¥ = ¥n

.geldt (voor zover gedef1n1éexd;.
' ' E, €"Ry<™ .o. <R

1 T
v T :
S - 315"—)\)2(‘6"“‘ v e o é—'"b )

“Een dergellgke’afbeeldlnw induceert er éer ven R in S, . w(R)(LS;
_ : K :
Y = <ﬂ :
= n fk :
(Men passe. de twee vorige opmerklngen toe, waardoor eerst een limiet-
afbeeldlnv van. R ih de Sn wordt tot stand ebrdcht en qan,van_R in
- 8.) o ' , _ . _
~ Is de rij R in de rij 8, continu afgebeeld (y?ﬁ) en de Tij S,
in de rij Rn‘(yvn) zo dat

VEPr =15 o, PRV =g
dan heten de rijen homeomorf. Fierdoor wordt een homeomorfie van de e
limietruimten geinduoe@rd. " |
4. Ten, tegenhanger ven de Rn—adlsche ontw1k?ellng is de Rn—ale.
. Gegeven een. Tij rulmten(Rn—ale T11)9 wacrvan elke in de Volgende con—

tinu is argebeeld i
i ‘ f§+1 BpC i
> beschouwen puntenrijen a, (gedeflnleerd voor bijna alle n) met

Lan+7‘= L ?h
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Twee dergeli jke rijen heten confinasal, als ze vanaf een zekem index
overeenstemmen.De "R -ale" limietruimte I is de verzameling van
klassen oonflnale punten, Waarblg open in P elke verzamellng 0 is,

w-dle aks volgt ontstaat:

| k Neem gen k en een open Ok‘: k., dan een. Ok+1CLRk+1 met
fk+1
~ptmten van R, die (voor bijna alle n) een n-de cobrdinaat in 0, be-

Ok -l Ok+1'ehz. 0 wordt gedefini¥erd als verzameling ven die

zitten. (De n-de codrdinast van een punt van R is niet meer eendui-
dig ovepaald.)

- We kunnen weer fﬁ R, <R, inductief definisren door

£ el gl
n m n
en fn R C R als die afbeelding, die =zan een punt a, € Rh toevoegt
het door de rij fn 8, (m varlubel) bepaalde punt van R. V'e hebben

Weer

gl gl | |
™ is continu, want het fn—origineel van de boven gedefini&erde epen

"OCR is de vereniging (over k) van devfn

-origine de
n4l 0TLein len r.open ver-

zamelingen O dus open.

b .

De 1nhougkvan 2 heeft geen Rn gal analogon. De 1nhoud van 3 kan
bijna woordeli jk worden overgenomen. V ' ,

5. Ve veronderstellen nu, dat de Rn topologische groepen zijn
~(Wo noemen ze ook Gn) en de afbeeldingen tussen hen‘homoemorfismen.
Dan zijn‘do limieten (thans Gn—adisch en Gn-aal genaamd) ook weer
topologische groepen.

Gn—adlsch geval: Voor a,b & G wordt ab e @& edeflnléerd als het

punt van R met n-~de coBrdinsst a_b_. 70 n punt is er, want Wegens

n'n
fﬁ(ambm) fm a, fm b = ay b
Vormen_de anb een ri] dle een punt van G def1n1éert. e hebben dus
f(ab,—ab . o . » ®

en derhalve 1s ook f gen contlnu nomoemorflsme. Dat de groep—ax1o—
ma's werkellijk in G gelden, is gemakkelljk te zlen.

' Gn?aal geval: analoog. ' S .

6. De R —-adische rij mag alt ‘ruimten R met eindig veel elemen-—
ten bestasan. De Rn—adleche llmlet is dan nuldlmen51onaal, ‘Want voor
iedere n vormen de orlglnelen in R van de afzonderllgke punten van
Rn een overdekklng van R met elndlg veel brokken, waarvan de diame-
ters (bi] Wlllekeurlge keuze van de metrlek) met n » » naar 0 nade-
ﬁ'reﬂ. 3821t voor elke n elk pﬂnt an e R meer dan één’ fn+1 ~origine-
Alen, dan is 1eder punt van R verdlohtlngspunt van R, dus geen - punt e

geisoleerd Want is a, weer de n-de cotrdinaat ven. a,  dan kunnen we

n+1 7‘ ah+1 Z0. bepaleﬂ, dat fn+1 I’]_+1 L= an. Mw is er een a(n+1) e R
Vmet fn+1 (n+1)vf bn+1’ en. men heeft llm a(n);= a |
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Compacte ruimteu zonurr ¢etsoleerd pant heten perfect. g
Ied=re nuluimensionele conprcte ruimte § kan in een K -adische

rij van eindige ruimten worden oniwikkeld. , *

‘len bepale namelijl voorcile: n een % ovordLl}'H% )ﬂn S m?ﬁ) |
1 . 2 n) |
brokken O(n),.._’\(r) en vorme alle moelijle C( ..nOi .
n 14 12 ( ? ,
- ' 1 i n ~(n ‘
veze vormen ook een = —overderling ven § met brokker P%ﬁ),---:Pq L

hde ) n

(n=1

‘ikﬁP\n) bevat ig in een pii )a Lan elke

maazr nu gelat toevens, dat e }

n re ey Y ‘v*; (\i} -tr«t'-w y (i) w iy e : '1‘&,‘ VAT ) .’T@n;

Pi veege men een punt a, oe. le a, zijn de punten van Rj;. len

stelle verder ' : |

fnh{bﬁ "ai :}\’ = '{i)

n 0+ i %

.1 /\v H

indien p(n#1)- pln) |

, d ol : . , : =® ?

De I -adische ‘dmict L van de I, 1c homecumort met ce Ter a e)b bepaal

- . L N - n P

nameli jk ondubbelzirnis een ri) ven broklen Wg met a’e Pl ; €en du

\1r> n n

een ri] &, T, die cen punt 2 ven R vastlegt. len gaat gemakkeli jk na
dat de relatie a«va™ ecny honeomorsicme ig.

p . De nuldimencionale cowpszcte ruimten zin dug identiel met de;

rulmte“, die in En~adische rijen van eindize ruimten kunnen worden on
wikkeld. | |

Is Egmeh ﬁég~perfoct,‘daﬁ Levet elke §6b82iﬂdb brok | “(n)‘ meeré
dan €én punt, en -en meg ductreisen, dauv hij i) de volgende tap in
tenminste twee brokken ulzcenvalt. eu karn het brokkensysteem dan vel
zo modificeren, A4

't oelke baok i) de volgende stap in precics twee
brokken uiteenvelt. Twmer:t iile telkers met ¢ en 1, dan is dus el
punt a van I gekenmerkt deoor een oncind ige rij van nullen en enen, di

we In de volicrde

e

zullen opechrijven, De partisle i3

i eeald il ;
: n—1 (L 7 (==)
steflt dar het punt 2, \n-2e¢ cofrdinaat vun &) voor. Speciale verzame-—

ling in ¥ ig e ke verzameling va
o 5}

e ¥oril

rijen (%) met hetzelfde eindige
stuk (=x) (voor willekeurise n)
it het voorafgasrde volst, dut nlle perfecte nuldimensionale
cruinten onderling homeciorf ziji. e perfecte nuldimensionale ruinten
'Vﬁi”ﬂ ontdekt door Cantor ale zeokere deelverzamelingen van het 11i jnseg
. hent (0,1)« Men verwijdeve nzt {C,1) het open 1nberval (3,%), ult de
- rest wee? de {cpen) middenste derden ‘;,@) en (§’0)? en ga zo door.
gﬂﬁwﬁgntétaat een dalende rij afpesloten verzamelingen met als doorsnee
’h@twwdiQCOﬂtinuum van Canlor™. cern peil.cte nuldimensionale ruimta.
%1@& punten kurnen in het driptallis stelsel worden- gesphrtven als g
nﬂige breuken, waarin als cijfers alleen 0 en 2 voorkomen. -

“@&xzama7irg dur punten (2) kan ook als opteigraeykwordéﬁV“”‘
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+ ...32 P jD
...k2 ko kD R
waarbi ] men gewoon (van rechts begirnend) optelt, rekening houdend
met de overdracht, dus b.v.
e 110
e s 0117

B ——

.‘.01(}0' Loy
Of 9001’1111'

C‘\'i

00000 . 7 ;
Ten asnzien van de 'eindige! rijeu (vire =lle cijfers 0) is dat de
gewone optelling, wanneer nen die opvat als voorsfellﬂxgen 1n het-
tweetallig stelsel van de netuurlijke "eta17ev tet gebﬁed van de
natuurli jke getallen is kier echiter op een elgenaardigb~wi328 uit-
gebreid (met "oneindi-e" getsllen). 'en heeft b.v. lim 2% = 0.
" “ie hebben hier me*t een G, madisct voortg eb”achte groep te maken.

. . n+1
; roep de~ geliele rete r.omc
Gn is de optelgroep de~ geliele getaller mod 2" en f X4 X5

S y
~Indien Xp4q = X, mod 27 is. a, 1s echier ook als rlng op te vatten

{met de gewone Vermenlmvuldiviug) Ltanrezien

n+1 _ +1 +1

) L (Xn+1yn+1 - fn (%41 fﬁ (Y1)

geldt, ken men ook lim Gu ot ang ma ’ ken, door nog te defini&ren
2 v o e
fn( Xy) = _Lﬂ e ( °

lim G, is dus zelfs een intebzlt Lt otbled (geen nuldelers!). ant

. n . AN A N 0|
= mod = nod 2 vy =0 mod da rien
is Xppq = X, WO 27, Va1 = ¥y mod » XV, = 0 mo 27, n kgn

we schrijven

k 1
n n
(o= T v s = 2 neven
x, =2 Lios ¥y, v (un, v, one en),
. PRI | Ty
3 ( - = -
‘dus \Zun+1 un)Q = (2v, .y Vn)Q = 0 mod o R
en derhalve of alle Xn = 0 mod 2n; °f alle y, = 0 mod 2",

lim Gn xan dus tot een lichasm worden asngevuld. In de schrijf-
wijze van (=) geschiedt dit, door de getallenrijen "achter de komma™
-met eindig veel plastsen voort te zetten. Dit lichasm heet van ouds
het 2-adische lichasm (Eensel},'Algemener voor.een willekeurig priem—
getal p 1.p.v. 2 het "p-adische lichaam". Als generalisatie van dit
proces hulben we de gedefiniterde ontwikkelingen van ruimten en
groepen R -adisch en G -adisc.. genvemo. ‘

Te Gn rij voor alla n-de Ogte¢groep der reéle getallen mod 1,
en , , £§+1 (a) = 2a. ;
Bla de stap van n naar n+1 ‘wordt de "cirkel! dus dubbel overdekt. De

zo on%staaﬂde merkwaardige llmlet rroep heet soleﬂoiﬁe (VwDantai' 




VIII. Fomologiegroepen.

-

- 1. Simplex-rooster of kort "rooster" £ heet een verzameling,

waarvan de elementen de naam hoeknunt en zekere niét-lege Geelverza-
melingen de nasm (ebsoluut) simplex dragen, indien elke niet=lege
deelverzameling van een simplex weer simplex is. Dimensie van een
simplex = aantal hoekpunten min 1. Dimensie vankde/roester = maxi-
male dimensie van zijn simplexen. IL.p.v. d-dim.simplex zeggen we
kort ook d-simplex. e o k

fan elk (absoluut) d-simplex §td] = (agy-vuya g ) laten we be-
antwoorden twee georisnteerde d-simplexen. "e rangschikken de hoek-
punten van }td} willekeurig en gooilen die rangschikkingen, die

. even permutaties van elkaar zijn, in dezelfde klasse. De twee>zo
;ontstaande klassen heten georlérteerde ulmplexeﬁ (Vaﬂ tegengestelde
orlenterlng) Lenduiding:

td [ao,..-,ad :l

[ai.,...,ald].z sgn{i,eenyig)e o, eee,ag]e
., 0 . - ' , _
e vormen nu eindige lineaire ccmbinaties van (georig&nteerde)

d—51mplexen met co&fficitnten uit een gegeven opTelgroep . Met
deze llnealre comblnatles, d-ketens genaamd rekenen we op voor de
- hand 11ggenae nanier. Ze vormen dan zelf een cormutatieve groep,
Ky (Z) cf (" genecamd. Dus een keten is eigenlijk niets enders dan
een functie cﬁ(t ) met als argumenten de d-simplexen van I en als
waarden elementen uit F“, die voor bijna alle argumenten ver-
@wlgnt, en zodanlg dat cx(—td:)' - (td ) is. Som en verschil j/
van twee ketens . en /3 ’is gede;1n1eerd door
yltg ) = + At
Wil men de keten o/(t ) als lnn. Comeﬂatle van K -51mplexen opvat-
ten, dan schrijft men
(g >t .

waarblj in de som elk It €énmaa’l =zan de beurt dient te komen.
Jimplex van een keten is een simplex, dat er met een co¥ificisnt
# C in optreedt:

e definigren de zelfkant ven cen 4- keten als een (d~1) -keten
en beginnen met die van een plmplex. _ ,
R 3leg,yreyagl = 2(=1)7"a O,.*..,é‘i,.’..;,-ad} N
- waar het dekje betekent, dat het ervan voorzien hoekpunt vervalt.
Voor d = O stellen we j't steeds 2. Uil deze'defiﬁitie‘zinvol zijn,'
~dan moeten we aantoren, dat “iec woidiukking onafhankelidk is van
de keuze van de volworde ao,...,ad in ZlJn parlteltsklasse. We to- =
nen weér asn s ‘ :

. /\ k m‘l" . g ’~> i.’_ ‘ i . ) i . ‘bA : - *
Z( 7) [a o’ffi’api""?apd}‘=j$gn(pogy?f’p§2(-?) {ao"'f7ai’f”an]‘

e



“,e hebben

iapo,.‘i’apd] =_sgn(po,;Q.,pd)faog.,.;ad] ;
Taten we hier a weg'dan krijgen we
1 o , CpL-i ~
o ,eeu,B ,.ra,2 }=Sgn(p, ,.;,p )(-1) Tl yeie, 8 yeee,8s]
po’ 2 -pi9 ? pd 2 d fe) ' pl d

en hieruit volgt den dlterperend te sommeren het gedtelde.'

Dus: A (- td) ( a,.
le definiBren verder .

R LByt = Dt (Fy) 3% -
We tonen asan: .

"’k=O".
5 o 4

e hoeven dit alleen te ‘bewi jzen voor een d-gimplex:
A
)[ao,...,& _l"‘éz( 1> agoqnsalgoabyad]‘

A\

= L(~1) 3 [a ,...,ﬂi,...,ad]

~ "
==Y (=1n)dre o,...,aJ ,,al,..,,a ]+
R R L .
. f o 1 N '
-2" ("1)3 _E,',O,,.....,a ,‘..98»3,...,3 J )
"J>l ' 43

- yi+] ~ A _
—iz>j ( 1) [(,\.O’ .0.,8439 .°.9a1’ 'D.?ad]

) (*1>1+J[a' 9\°°'9ai9°"3/a\.j7“~9ad]‘

J)l i

Deze twee sommen zi jn inderdaad gellgk zdgls men ziet doodor in de
tweede 1 en j te verwigselen.

3 is voor iedere d >0 eer homomorfisme vean Kd(z) qf " in
Kd_1(2) cf 7. De kern van '5 is een ondergroep Jd(E) ct V7, ge-
naamd de groep van de cyclussgei. Een;kd met 3 kd_= 0 heet dus
cyclus of gesloten. Fet feiteldjke beeld bij 3 dus»‘; Ky heeﬁ
Fd 4» de groep ven de zeTfkar+en. Ten cyclus, die zelfkant is, heet
ook homoloog O (fx/O), is W—J’f\fﬂ dan schrijven we j~3' (J homo-
loog j'). Tie hebben asngetoond: : , .

. Hy_,(Z) ci l'ﬂC.J 1(,L) cf 1.
De factorgroep
Gy = Jq 1 Hg o
heet de d-dim. homologiegroep of groep van Betti van I of

Voor 4 = 0 geldt: 5ﬁto heeft A= coéfflc¢énten°mm nrl. Dus elke

O-zelfkant' heeft de cotfficien tensom nul. o
“Tets a?gemener kunnen we twee roosters beschouwem, ;C;ZO (i@dgr
simplex uit £ is ook simplex’ 1r ZO). Dan 1s R

d(b) C‘kd(zo) - Jd(E)C °d<L )

™




We defini¥ren
Ha(34E0) = Fg(E0) n Ig(2) = B(Z) n 3g(2), -
G402, O) Jd(z)\ﬁ; L) -

De elementen van Jde Bettigroep zijn dus de cyclussen, waarmee
men zo dient te rekenen, dat een cyclus, die zelfkant is als nul
wordt beschouwd. Twee cyclﬁssen, die op deze wijze worden geldenti-
ficeerd -(hun verschil is een,zelfkant) zijn onderling homoloog.

2. Onder gimnlicisle afleelding £ van £ in I' verstaat men een
afbeelding van de hoekpunten, wazrbi; simplexen in simplexen over-
gaan. f induceért cen afbeelding van de bijbehcorende groepen:

f{ao,...,ad] = ff(uo),.;:,f(ad)] , ’ ‘
i) # f(a3} voor &y # a., anders = 0. Veyder
T Zc%(td)td = sz(td)f ty o ; ;
zodat f een homomorfisme van Kd(E) in Kd(z')ywordt. fen, §— zijn
vervisselbaar: )

i

it

indien f(a

f }\r = 3f-
We hoeven dit alleen met eern simple: als argument aan te tonen. Voor
het geval dat T ty #C is, is f3t; = 3f tg evident. Is £ ty = O,

dan moeten we aartnnen, dat ook T 3 t =0 is. Z2ij T td = 0, dus
bev. f(a ) o= (aT,. Dar is
fst = J.[\.1’..O,ad}-frao’ag’“l’&d}+f[ao’a1,a31ti] + L N B ,

waarbij de eerste twee termen identiek zijn en de overige verdwil jnen.
Dus inderdasd f 3 t; = 0. .
Uit de verwisselbaarheid van f en 3 volgt: Is k4 € Jd(Z),
" 3$kd = 0, den is ook f A kd = gi‘kd =0, dus f kd e L', dus
- T Jd(Z).C Jd(Z') . |
Tvenzo: is ky € Fd(E), dus kg = 5 ki gy dan is f ky = g\f Kyq o
dus f k, & Hd\“ ), dus :
T (D) € BglZh) o
Derhalve induceoxt b ook een homomorfisme
| i Gd(z).c,"d(Z') .
Hetzelfde geldt voor cd(z I )
pllclale afbeelding van Z lL
Deze homomorfismen ~1jn ock continu, indien ' een topologie

d

espe G4(27,20), indien nog f een sim-
' is.
0

{‘ﬁw

bezit en Kd QVereenkomstig wordt getopologiseerd (zie VI). e hebben
n.l. ‘ ]
FEoa(t)ty I = lzd(r)r tallc s o (3885 1l C

‘ gl it 1o P Ealt)ty lI .

~ Dus als i £ kg | < P is voorgeschreven, hoeven we alleen 0 =P te

' 'klazen, om te bere Jken dat uit

“ | gl € 0 vorgt I kfl < 2.

ﬁm dergeli jke redenen is }‘ ‘een contlnue afbeelding van K, in

Ie PoC ! _.gegeven (P omgeving ven 0}, dan bepale men. aen




w1

omgeving O van 0 zodat O+...+0 ¢P. Is nu giZfX(td)ﬁd” (j 0, dan
(d+1) heer ' '

heeft ”Zoc(td)td co¥fficitnter, die (d+1)-voudige somme,van
55(t )~s zijn, dus .ﬁZa%(td>td’P<jC+-.vH}<}L

e

3. Voorbeelden.
1. L bestaat 'uit de hoekrunten 1,2,3,4 en de simplexen (1 2 3),
(2 4), (24) ed hun aeelvexzdmexlngen. 1-cyclussen zijn de lineaire

combinaties van :
Tl12) 4+ 023] 4 [31) en [1 2]+ [24]) 4 [4 1),
De eerste is zelfkant van ' |
R M1 23], |

en alle T-zelfkanten zijn veelvouden van deze. Gy is isomorf met /[
Fr zijn geen niet-triviale 2-cyclussern, dus G, = (0). De O-cyclussen
zijn de lineaire combinaties ven alle [i]. Ten O=-cyclus is dan en
slechts dan zelfkant, als zijn co&ffici&ntensom nul is. "Slechts
dan" weten we al van vroeger. "Dan" volgt uit het zlgemene feit.

L wordt samenhangend genoemd, wanreer bij elk tweetal hoekpun-~

ten a,b van £ hoort een rij hoekpunten ao,..L,ap~ zodat &y = 2.,
ap b en (ai 1+1) absoluut simplex van I 1s. Men ziet dan, dat
tlay a5 41 = lal = [0], .
dus elke [a] ~ [b] is zelfkant. Is nu gegeven . e
k, = Sot(c)fc] met L x(c) =0,

dan kunnen we onk schri jven

| k=2 o(e)([e] - [e 1) |
met een vaste c,» en dat is zelfkent. Dus in een samenhangende I is
elke O-keten met co¥fficisntensom 0 zelfkant, er derhalve G_(Z)
isomort /. ; - . , .

Is & niet samenhangend, dan kan het in een asntzl p samenhangen-
de losse delen gesplitst en & (z) wordt isomorf met p keer de direc-
te som van [/ - s (althans vooz eindige D). .

2. Lie figuren viervlak en torus p.17. Het is duidelijk wat -
hier met simplexen is bedoeld. ”oert men ue voorgeschreven rand-
identificaties niet uwit dan kan man de 2-31mp¢exen zodarig optel-
len, dat bij de znllkantvormlng de 1nwenu1ge T-simplexen wegvallenx
en als zelfkant een som van de fana51mu¢exen overblijft. Voert men
de randldentlflcatles wel uit, dah vallen ook deze weg en men
krijgt een niet triviale 2-cyclus, waarvau a'le andere veelvouden
zijn. Anders is het geval van het projectieve vlak (fig. p.17).

De zelfkant van de bedoelde ~ket.n ¥, is 2 i[1 3]+03 2]%[2-4]%

Voor / = (mod 0) is er geen niet- trlglale Z—byolus,.voor' “(nod 2)
is er precies €én, voor [ = (re mod 1) is er de cyclus Ekz' De .
genoemde cycli zijn niet zelfkanten, omdat.er geenZ? -61mplex@n;’”
zlgn. ‘ ; ‘




EiJ het viervliek is elke 1=cyclus zelfkant, bij de torus heeft

men de cycli
T 51475 41474 11 en r 2)+f2 37473 1]

waer alle anderen uit lineazir kunnen worden gecombineerd, terwijl
geen niet~lriviale linesire corlinstic eivan een zelfkant is. Dus

AN

PiJ het projecticve v.osk iv elke T=cyclus homoloog aan een veels
voud van . [1 31473 27472 4],
In het geval / m(mod 0) ie zijn duttele zelfkant, dus Gy = 2=cy-
clische groep. Voor/ﬂ ﬂe m@j 1) is
oL 471 31403 2].“ )-zk ,
dus G, = (0).
‘ 4, Gegeven een I bestaande uit €& simplex \aO,...,a ). Ve de-
( genaamd het prisma boven I (afhankeli jk

van een vaste keuze uer hoekpw ten).

fini¥rern een rooster H ()

Loekpunten: gy (1=, euuyd),

ai (i=0y0us,d). ("€ zegrer, 4=t het
nieuwe hoekpunt g' boven a Ligt.)
Simplexen: (ao,..., 1 1,...,ua)
(1=0y444,d) en hun deelverzame
lingen.

Voor eer willckeurige eindige rooster L defini¥ren we een T? (Z2)
als volgt: Ve leggen in 2 een vaste nummering der hoekpunten vast.
" e maken een tweede exemplaasr I' van 2 met hoekpunten a' (behorende
resp. bij a). MNe hoekpunten van 77 (Z) worden door die van £ v I
gevormd. In elk simplex var 2 rengschikken we de hoekpunten volgens
de gegeven orde en construerer dienovereenkomstig de 77 (td). Sim-
plexen van 77 (£) zijn die var de rfzonderli jke T‘ (td).

In het vervolg schrijven we zimplexen in de gegeven volgorde
der hoekpunten ep.

[ 1
™ .

'We definiren voor tﬁ = Ta_,.ees8g ] de keten

(ty) = z(- 1)1 C,,..,a ,ai,...,ad]
yd
Banls ;7}(1:(1)—2;( ) z.("".1 [ao,-oo,aagil!,algal,col’a&}
, i 'y i

De termen i = j vallen hier tegen elkesar weg behalve die met i
=0enil=j=4d, die

i
e
i

r

1o f ) ) 0,.‘-,3.(1} [&O,‘-.,aa)
ﬁ;xavan. De rest is gelijk a=sn ‘

*ﬂ(}t :

,imif}aiga#‘.f}&:f‘,"&d} £ }:(-—-1) T} [ao,..,,a.,...,ad}

J




- %0 - .

j . i ’ . SN
= }:(”1) ( ‘)-" ) 'a |""t11,{i’¢no,a ,.-‘,a ] +
j £y : S
i-1, N i | '
+.Zj(-—1) 5«.‘0,1'.’{‘1‘3, D'c'@j,{ii’u..,aé}) .
i !
cqyi=t j ~
= »’:("1\ '«’4.(”1>Jr74\,1.!’d«1,q ,..-,8. ,...,ﬂd}
1 J 1 J
i . 3, -
2_:(“'1) -z‘-‘\~1‘))\"'if),...’aag-..’dl, ,11,.--,31 },
- 1 41
en dat ig inderds oy het teke na ret die rest. Dus
- -t =17 . )
tg =ty =ty =By,

en algemerer voor v1llekeurig@ ketens:

Stelling: ‘7}\‘1\ = k! - kd-rl k.

Is k een cyclus J dar. luidt die formule
., d,

IX. Iomologiegroepern ven compzcte ruimten.

1. E zi] een compaucte metrische ruimte. Is 7%; 0, dan verstaan
we onder Eéyf(R) +e rocster met anls hoekpunten alle punten van R
en met als (nbsolute,(simplexen alle ein&i"e.puntenverzamelingen
van I met di?meteq“< L”: "en d=gimplex <H’Méfpp. d~-keten met alle

simplexen < . t% gﬁft eer ”g;b;*ul(x resp. U_=d-keten.
Voor A W ie

Lo L. De nfteelding, weardoor aan elk ho
A ~
hoekpunt ven een I .., hetzelide funt (Oprevat als ount van I w)

wordt toegevoegd, heet A« Deze afbeelding is SmewlClaal-

71iJ steeds € <¥) . ¢ delini¥ren K D) o= I(EE., J_(R) = J(Ze),
f )

enz., en

>

‘\.‘) = G f‘} X i .
8’2 / d\ el Z, (k) ) v
Dat is dus de zreép van de ?‘CyﬁxuSoeh, wearbl j e-cyclussen, die
;7 ~randen zijn, als O worden beschouwd.

De zfbeelding ?(_ induceert c¢en homomorfisme

GE L G?, ' indien e'< e , EICSIY
H S ] ) R
Te laten € en 7 monotone” nulri jen dcorlopen en krijgen een Gn—adl-
sche rij ‘ ‘ '
M' (,,,,—- L N ) Ll »
e, T e 7, “

De limiet ervan heet de homolog;egrcep of bettlgroep cf /ﬂ, van R,
Gg(R) ex /77 . AT R

..o

De limiet hangt niet ecssentidel af van de‘keuze van de rijen'sn 
~ant voor twee uergelijke rijen heeft men

o



e ?‘-’ﬂt""’GC' T ek

n) n n+17 n+1 v

waarbij de pijler steeds de door X_ gefnduceerde homomorfismen

aanduiden. Volgens de stellin. in VII ':3 einde toegepast op groepen

zijn de limieten topologisch isomorf. .
Als elementen van G(L) kan men opvatten de convergente cyclus—

gsen. hieronder verstaan we rijer van en-cyclussen jd ¢ zodanig dat
d *
n

voor elke n (”yn-homoloog)‘

J ~
d,sn7-n d’EnH

is, d.w.z.

Sde ~ dae =3k :
d’ﬁn d’enﬂ } d’7n
tierbi] dient men twee convergente cyclussen Ja l en jé !
) . PE ( ?en(

te vereenzelvigen (ze 7ij:m ho*"oloog‘u indien

njn
is.

>

2. Onder A/ =-verschuivirg van een keten verstaen we een afbeel-
ding van de betggkkem hoekpunten weoarki] de afstand tussen beeld en
origineel .« 4/ 1is.

Q,.

1€

¥ -~ ‘4 -
Stelling: Ten - cy&:}.us blijft bi] )/-vers’chuiving f (e+2V )-homo-
loog met zichzelf. , ' )
Bewi js: ' e construeren nameli jk bovez de noekpuntenrooster & van "}d

een gbstract prisma. Dan is TZ g = ‘Jd = g Ve beelden dit door

een afbeelding af in 7, wazrbi] het punt a' boven a terecht komt
in f(a). Dar wordt \péﬂ iy = T‘Jd = £j4 = Jz» waarbij Pq g
uit simplexern met diszme < s' ,«/ is samengesteld, dus

Tig 40 da¢

1 .
Voor elke 1}*,} O kunreh we in R een eindig A}/-net bepalen,
deW.2Z: een eindige verzameling, waarvan elk punt v R een afstand

r'd JL‘ he o 71 Rn een A4/ n-—net in R, waar‘bij ; n een monotone
rij met < 27 is. e mogen veronderstellen: B (o, qe 215 8

n+1 n
een 4y/~verschu1v1nr met g R ( R, &= identiteit op Ty

e bepalen de monotone nu'lr:.,jen s /}/da*b steeds
> ‘
B n+1+2n‘47n=7n+1+2

is.

G R) ¢ G
€n v n ET e, //,enﬂ 7?\2’:4-1

yese—G (R) G, (Bpag) e e
R an":’}n B 'EH n+1) n+l - © Sandn s

(R) & .




De met verticale pijlen aanseduide homoncrfismen worden door de iden— -
tieke afbeelding van R, in K cefnduceerd. De relatie E/XT is trivi-
'y . e-—— )
7y/’ geldt, omdﬁf cer sr*1~cyclus bij een - nwverschuiving
zich 24 Y=homoleos L11ift en S
aanw ichzelf (EIT«-V’ + 24 )=nomoleos L113ft en e o + 21’11" < En<7n
is. .

Dus 1s G(F) topologisch feomorf met lim 0 (R.)
. = ot €Yy T

ne 4 QRT7 zlin proepern met eindiz veel voortbrengenden.
En’p n

G(R) is dus Gr~aiische limlet ven dergeli ke groepen.
- 4

Is /‘7 compact, dan ook X :Rn), omdut het eindig veel voori-
n -
brengenden heeft, Legens de continufteit van‘#;f (zie einde VIII 2)

~nol ﬂ.- - 1T f o 1T 2 S ' i
is ook ia K 7n(Rn Wﬂynkan) compact., Fetzelfde geldt voor de kern

van ;; » Iy (Fn\. G (Rn\ is dus factorgroep van een compacte
n n/ r
/

groep nasr een compacte (dus ufvesloten) ondergroep, dus zelf com-
pact. G(R) als GI adische limiet van comprete grospen is compact.

Is fﬂ discreet, dan nok 15 (kn

n7n
3. Ten continue afbee!ding £ van K in § induceert een continu

homomorfisme van de bijbehorende homologiegroepen. Tant men kan
&

A
/.

ﬂ bij gegeven e zo bepalen, dat f elke sﬁ—verzameling ine

t
€n? n’ n
een en-verzameling en elke 7 ﬁ—verzameling ir. een 37 n~verzameling
afbeeldt. Dit induceert B

. PR s B, '(4\.) < \R) T e e

n+‘) n+1
T
cee T G o (8) & G v e ees .
®n n+17n+1 '

Fierdeor wordt een continu homamozfl sme van de limieten geinduceerd.
Dus ook:

Stelling: Zijn & en § homermorf, dan zijn G(R) en ¢(S) dus topolo-
gisch isomorf. De homologiegroepen zl n topologische invarianten.
J ¢

i 1
T1iJ continue afbeelding gaan convergente in convergente cyclus—
sen over en homologe in homologe.

4. ﬂf zi] het Cartesisch prnduc* en R net een lijﬁéegment

Ox s § $1..j zij een e=-c relus in Rj; de hierasn beantwoordende exempla-—

ren in R X s Heten j (s . Dan \O) (1) :

Bewijs: 7Zij o = max1mele ulumeter aer almpleyen van en \ £ é.;
We verdelen het 1nterval()<:3\1 in intervallan < b door eindig
veel deelpunten sﬁ<fsg< «es » Fet is voldoende, te bewijzen J(O'Vj(‘i
We vormen =% j(°> en identificeren op natuurli jke wijze j( mat ‘
;,j‘“)’, Dan b1ijkt uit stelling VIII 4 het gestelde,-




Ten continue schasr af’béelding{en‘“fs(f%)( (0¢s ( 1) heet een +
continue overvoering van fO in f,. e noemen f en f1 onderling homa~
toop en nemen ze in dezelfde gfbeeldingsklasgse (van R in S) op.

»

Stelling: Homotope afbeeldingen induceren dezelfde homomorfismein van
Gd(R) in Gé(S){ Het homomorfisme der homologiegroepen is dus een klas-
ge-invariant.

Bewi js: We kunnen fa(ﬁ) opvatten als afbeelding F van R in S. Bij gege-
ven /) > 0 bepalen we €30 zo dat het beeld van een e-verzameling <%

-

is, en tonen aun dat voor elke e~cyclus J in R geldt: féjj%'f1gin S
l"oemen we de exemplaren van 3 in Rx 0O resp. Rx1: ?(O> resp. 3‘1) dan
is 30 3 1 E, aue 730 73l verer 2y - " ), 2,3 =73\, aus,

f j%; fﬁj ,
5. Van een rulmte I. bestaarde uit een enkel punt zljn de groapen
Gd(R) triviaal, d.w. z. = O vocr d>» 0, = M voor a4 = 0. '

Stelling: Laat de ruimte R zich in zichzelf op een punt contraheren,
dan zijn Gd(R) triviaal. :
Eew1js~ De contractie 1s gen continue overvoerlﬂg van de identleke af-
Derhalve zijn de g;oepgn T dezeWPden als van een enkel punta.

Speciaal zijn de Gy (R) van een convexe afgesloten verzameling
in een Cartesische rulmte triviaal.

6. Zij a een punt var de uompacte ruilmte R en S de deelverzame- .
ling van alle punten beR met de eigenschap: er is in &k voor elke g€» O
een eindige puntenr;j‘a = a1,...,amj: b, zodat f;(ai’éi+1)<: g% Dan is
S de component van a in R (zie I.5,4). "
Bewi js: Se zij de verzameling van alle punten die door eindig veel spron~
gen ¢ £ bereikbaar zijn. SE (e>0) is open, want als beS dan ook een
hele g-omgeving van b in Se' Ss is afgesloten, want als 11m ay = a8

a.eS dan (a ,2)< & voor zekere i, dus acS_. S = . M S, is dus af-
i~"e? s £ >0

gesloten en S als open verzameling een omgeving van S. ias S vereniging
van twee vreemde afgesloten niet lege deelverzamelingen S' en S", dan
was U = afstand (S' S")}> 0, Zlgn Ury en U"b d-omgevingen van S! en

§", dan is voor b<3 5: ’

f(U , U"b 1 9 ' ! (1)_
Verder is voor voldoende klelne (vaﬁ a afhangende) B>-O y Co
| Uty v U C S, , @,

want was (U' NRIL )P\(R\° Y £ T v lle 33 O, dan was v %ens de. i
eompwthem mﬁ (R\S ) %C}dus S £ 8.+ Voor e< 3 Vogign

(1) en (2) met elkaar in .strijd. Dus is S samenhangends - Is verder
- TDS, dan is TS, open en afgesloten in T, en is T ook nog samenhan-,




vodr elke €, dus T = S. Derhal-

e

gend, den is dus T = T~ S_, dus 7 ¢
ve i# & maximaal semerharcend.

De convergenta O=cyolas, wasrvar alle an-&—cycldSSen uit het-
zelfde [c] bestaan ., wordt met ch arngeduld.

Stelling: Twee punten a,bel behoren dan en slechts dan tot dezelfde
component van L, indien de convergente cyclussenf'az en{jbf homoloog
zijn.
Bewi js: RBehoren a,b tct dezelfde comrcnenten, dan bestaat cen rij
8 = ag,...,a = bomet plag,eg X7, dus is £lay,ey,4] = k een ~ke~
ten met 3k = (] = [al, dus [aly [v]. Is omgekeerd Ik = o] - [a]
en k een 7*—keten, dan ig ellk simplex vean k geheel In o of geheel
erbuiten. Is k' de keten, die in o met k overeenstemt en zlleen sim-
plexen van 37 bevat, er is ¢ een hockpunt van k', dan treden alle
simplexen, wan ¢ hoekpunt vearn is, in k' met dezelfde co¥fficisnt
op als in k, dus 3 k' = 3k = bl - [al. Dus a,beS? voor elke %> 0.
Dus a,beS.

Fieruit volgt als speclazl geval:

Stelling: Dan en slechts dan Gm(L) =17 als R samenhengt.
= T onder een retractie van een compacte ruimte R op een deelruim-
te S verstaet men ecen afbeelding f ver ¢ in R, die op K de identiteit
is. (B.v. retractie van bolschil op randsfeer door projectie uit het
mlddelpunt ) ,
Algemeen wordt dcor de identieke afbeeldlhg i van R'in een gro-

~y

ter ruimte S een homemorfisme van ed(z) in Gd(s) voortgebracht.

o

Stelling: Is J op E retraheerbsar, dan is dit homomorfishie een lsomor—
fisme. v :
Bewijs: Door f wordt eer homomorfisme van Gy (S) in Gd(R) bepaald; f
is het identieke automorfisme van Jd{F), dus is i een isomorfisme.

8. Is L de E,-adische 11mLet van de R,, den is G(R) topolcglsgh
isomorf met de G -adische limiet van ‘(R )
Bewijs: We. wijzigen, de in. F V?stgestelﬁe metrlek $n als volgt:

?11(“n’b ) = % 2" f.‘al,b ) (als a; fna o By f?b )

en. deflnléren in 11m Rn: . . ,

oMep). =1 27 fl(a ,b ). (als g;=fie, by = b))
fm en f voeren dan elke ‘verzameling {'3 over in een verzamellng i
<15’ *.ae krijgen de volgende relaties:
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* ®

" | T ‘ fn+1 T ‘ :

- ‘wwmw-w )é._~on. 4r~m-G (E)
nE QO 'm7w fnet *n?n

: T‘R s}fn-«»‘i . ( ‘. _ B
R E, / .{_}:L. G R é_.—... L) <—-G R
' < ’r m+1 7 m+1 O Tﬁmﬂ ? met B , £+ 7 m+1
, ) . * i
e_mma(ﬁn>, e G(E, q) . = - .

In -de rechterhoek onderasn staet zls verticale limiet G(R), dus ook
als horizontale limiet.

X. lomolcgiesroepen van polytopen

1. Ten eindige polytoop is een compecte ruimte (die we van een
metriek kunnen voorzien) en bezit als zodani. homologiegroepen in de
zin van IY. '"aar bij een polytoop P hroort ock een simplexrooster L(P)
met als hoekpunten de hoekpunten van P en als simplexen die deelverza-
melingen (eo,...,ep}, die een (concreet) simplex T(e 0?1 Cqreeest ) van
P vormen. Te homologiegroeper van deze rooster wo rden (voorloplg) e
gencemd. e willen in dit hoofdstuk bewijzen dat G en e op wel bepaal~
de wijze topologisch isomorf zijn. Ne beschouwen alleen eindige poly-
topen. )

2. De barycentrische onderverdeling van P zijrﬁo. (7ie de nota-
tle van ' IV.%; we laten echter in 't vervolg de akkolades weg.) ﬁe de-
finisren een cortirue homomorfe afveelding v, verfijning genaamd, ven
?(P) in ¥(P'). Veor een d-simplex van D zij

_ w0, 7, 0ee,d] = 2 osealip gy eeny i) i1 s eee,igiyenig],
waarybij de som lcopt over alle permutaties io’iT’;“id van 0,1,...,4d.
Voor een kdng zij
NIl (t)ty = IaxX (2)W 4.

H

We tonen asn
Fol -~y
&

T = W 7 .
= a

Bewl js: lie hoeven het gestelde alleen voor cen simplex te bewijzen,
% 3[0,1;:.‘,d] = 2 sgn(iﬁ,i1,...,id)5[10,1011,...,1011.,.id] =
=L sgn(i ,11,...,1J)2(—, p[la’““{imij"'lp""’ioii"‘ld} %)
_Voor pgd treedt Let simplex [1 yeeeyi iT...ly,...l 11"‘ld] (met het-
'"aelfde teken) in de zelfkant op van [1 B T A

P P p+1"'*??
i?bnqi ] en V&n {lﬁs.’QI1...ip"1 p+13110»qlp 11p+1ip*»in1Qm.l@},
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AR
permutatiesignum iﬁ voor deze eimplexen echter tegengesteld. Derhalve
Vervallen in (%) alle termen mex p< 4 er over blijft:
L sgn(i 11,...,id -8y ori 11,...,1 11,...1 _qle

Ve vatten hier samen de summanden met Ld = vaste J:

(—1)52 sgn' (i w~:}..’,.u.1d 1){ R S ERLETE TS PRPYS P 1],
waar sgn de pariteit aanduidt van ('0,11,...,1 1) als permutatie van
(1,...,3,...,&), en waar de som over al deze permutaties loopt. De
som i_ dus = (O,...,J,...,d] en hieruit volgt het beweerde.

3. FEvenals vroeger de continuTteit ven 5 bewi jst men die van
Ve , . ’ .
T Uit 2 volgt, dat v cyclussen in cyclusseh en -zelfkenten in zelf-
kanten afbeeldt. ) _ :

Na een vaste volgorde van de hoekpunten van P te hebben aangeno-—
- men, defini¥rem we een afbeelding s, die aan elk punt peP toevoegti
het hcékpunt met het hoogste nummer van het lasgstdimensionale simplex
van P, dat p bevat. Bij s blijft elk punt van P in alle simplexen,
wasr het tevoren in was. Derhalve brengt s een simpliciale afbeelding
van' E*(U) ep 2¥(p) voort.

Stelling: v is ten. aanziem-van de groepen G* ven P en P een topolo- - .
‘gisch isomorfe afbeelding o 8P

Te bew11zen ﬂerqt de eigenschap van v een topologische 1som1rf1e
te zl,n- Vle vormen s v en beschouwen dit speciaasl in de onderverde-—
lingen van het simplex &O,?,...,d{. bar. is g z(io,...,i ) = max ij“

. ' P J=0, ey

Derhalve is

sli,i 11,...,1 11...1d3 £0
dan en sleclts dan alu ;J J vodr alle.gﬁf Oy1yeesyd geldt, en wel
is dan o

s[0,01,...,01...8] = [0,1,..4,4].
Ve hebben dus

s x[o, 1,...,@] = [0, 1,...,&]

8y is dus de 1dent1ekn afbeelding van Kd en dus ook van Gd(P) op
zichzelf. Dus is v een topolngivche isomorfe afbeelding in.

. De uitspraak "v 1lg een- afbeeldlng op" ken ook als volgt worden
geformulearﬁ Tedere cyclus uit Zﬁ(P) is homoloog met de verfijning
van een cyclus uit I™(P). Bewijs straks ! _

4. Wanneer een L' deelraster van L is en k een keten van z,
ja&n zullen we onder knI' verstaan de keten (functie), die op I' met
¥ overeenstemt en overigena nul ig. D.w.z. we houden in k allaaﬁ de
;faim@laxen Yam 2 {met dezelfde ooéffmclénten aan). Is knL' =k, aaa
ifmagg&m we Guk kC g, e
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Is k een keten van L aan verstesan we onder L(k) de deelrooster
bestaande ult de hoekpunten en deelverzamelingen van die simplexen,
die in k met co¥ff. £ C eptreder.

5. Stelling: 1. Voor de GF van een polytoop bestaande uit één
r~gimplex Tr geldt:s G:; = (7) voor d >0, GZ = 17, 2. Fetzelfde geldt
voor de ¥ var de barycentriscie onderverdeling "'fr van Tf 3. Voor
de polytocop irb1 péstaande uit de Mikxxﬂntql$plexen van T geldt:

3:; = (7)) voor 0 &L £ r=1 en J) r, en Go
= =1, ‘ o

Bewijs: 1. j}g = O voor d '2'ris evident. 2i] dus d<r. Ve vormen
77()35!( H en beeldcn het "dékf' ervarn in een vast heekptmt a van T
af (afb. ;0}, dut is een "Simpliciele efbeelding :Ln u(T ), omdat elke
deelverzrmeling van = (ir)“ simplex is. Yu is elke 3 £ J(E (T, )
homoloog het jé (dek-eremplaar). Dus 50\ “d) C(a). OOI“d>u betekent
dit: jy~ 0. Voor d = 0: j; ~v veelvoud van [al. o

a r’voord:@end‘

2. We saen ret zo te "»”631“15, masr beelden het dak in het zwaarte-
punt van T af. "

3. Voor & # r~1 is het be ijs anrloog-aan le voorafgaande. =..
7ijn 0,71, ..., de hoekpurten van ’rr, dan is }fO,“,...,r] =Aj een
o . - e X hir s - i’ A
cyclus (c¢f mod °) van £ <81-1)' 2B SRR L = 5(-1) o{i‘fad,v'.,.,l,...,r]

een willekeurige (r-—ﬂ-—-c\/f‘lua, dus S .
. i ~ A
kJ =}Ji‘_1 2( 1)0(1( z 1)3[0,--.,3,.--,1,...,1‘]
_ 3(1 R
. A ~
- E 1)3{0,01-,1,o11’j,000’r]

In deze °om treedt het ulmn’ﬂegt M,...,@,...,f,...,r] me"t de. . co¥ffi-
ci¥nt (=1) OL‘L 1)k (= 1)1‘@( ( 1) cp, dus é(l = vas“ce o, dus
3;.._1 °<j ' '

; | , ‘ , -
6. Stelling Ad i 18 dim P<r, dan is elke d-cyclus van ZK(P)

.homoloog met-de verfijning van een d-—c_:yclus van £7(P).

Stelling Ed,r: Hetzelfde gespeciuliseerd voor P = Sr.

Bewi js door de inductlie:
1‘ Ad r ‘ ‘
2',£‘*d ~1 & Bd 1,1 .H.d (voor d>r is Ad,r triviaal).

e

*Jd . (Triviaal.)

Grondslag van-de inductie: .

L 5 )
3. B, p- (Dit vetekent, dat Go(xﬁ(sr)) = is en net volgt
cnm:lddelll,}k ult de "samenhang" vazafﬁ'm.)

Om 2 te bewijzen, ond-rsch_iden we de gevallen & = r en d (.
4 = r: 'r‘lia b cyclus van E‘K(I.). e nemen een bimp"im: Td van

. ﬁ
P en vormen ky = et (Td) Tegens 3‘]{3 =0 is 51{ Ccr (od 4 waaf‘ ,
‘ ‘Sﬁ 4 de zelfkantpolytoop van ’“d is. "egens Ba_1 , =1 is de cyclus _
5 ky van de vorm & ¥ 3}3 waar t, ha"t &w—aimylex behamnda bi;} ‘1‘ 3;3




- 47 =

Dus is k, ~o(ytd een d=-cyclue in Eﬁ(%;}, dug neur 5.2 nulhomoloog
en aangezien er geen hoger dim. simplexen zijn, zelfs = 0. Dus ka
zbfzﬂﬂ.L;ommeeft men iit over slle Id van U, dan krijgt men jd =

=V Lol (td\

d. _,ﬁfw e ™

ddr: 7Zi] jd cyclus van L(P). i? VOImen wWeer kd = jimEﬂ(Tr).
‘u is wegens Fﬁ-1,r—1 :} }fxf“ja‘zﬁ(Sr_1§, dus é}&i*ig ki, ¥y C
£%(S__,). Verder s de cyelus i - kj t*(T,) dus naer 5.2: ky=kj =
} <341 met kd 1C.E (7). Voor 3§ = 3g - kg ¢ ké geldt dus: Jg ™~ 3§
en Jdnb (Tr)C'Eg(ur_e . Men herhaalt;%ﬁ?zelfde nu met een tweede Tr
van P en geat zo door, tot men een j krijgt, ~ 4 en C,Zﬂ(orh1)

dus ir de barycentrische onlerverdcling van een é{x~¢)~d1m. poly=
toop. Wegens Ad 1 is Jé"' (dus ook jd) hemoloog met de verfi jning
van een d“bJCl&o van 2X(P).

I"'iermede is de stelling uit 3 volledig bewezen.

7. “1genschapcu van een polytoop P tetekent: faekpunten, die
met zijn tweeé‘ een‘:1mplex vormen, vormen met gijn allen eenn sim-
plex. ' '

Voor elke, P bezit ¥ de eigenschap W . Yant zijn a _...a_ en

o p
e - ® »
b ...bq twee hoeknunten van 7, die een simplex vormen, dan is een

d:r verzamelingen (ao,...,ap) en (bO,...,b ) deelverzemelingen van
de andere. Voor cen stel hoekpunten van'?, die met zijn tweetn sim-
plexen vormen geldt dus, dat hun bijbehnorende hoekpuntverzamelingen
“van P in een cpstijgénde rij kunnen worden gerang schikt dus tot een
simplex van P sanleiding geven. ) ,

8e Z1J P een polytcon met de eigenschap o « We vormen bij
elk hoekpunt a var T de ster, zenomen inlﬁ, er. hiervan de afsluiting,
genaamd T (a). (? zii de minimumafstand tussen twee vreemde T(a).
P1¥ punt van P ligt in minctens dén T(a). e lefinikren een (niet-
continue) afreelding 4 Voor elk punt pFP zi] y%p) cen der hoek-
punten a van P met pe 7(a). - ..

}PbeeLdt elke verzzmeling <Wﬂ van P op <en simplex van
£*(P) af. Want is 4 (v,q) < J, }ﬁ(p = a, wlal = b, dar T T(a)a
T(v) # IJJ . Zr bestzat dus een hoekpunt van P, waar a en b elk een
simplex mee vormen. Dit hoekpunt heeft dus de vorm (abu..s)e Dus
vérmen a,b een simplex van P. Is V een verzamellpw van P met di ame-
ter <(1) , dan vormen de punten van (2(V) dus met zijn tweedn, dus
met zijn allen een simplex. ,

G. ZiJ P een bolytoop en'Q een onderverdeling. Gegeven twee
afbeeldingen ¢ en ¥ van . 5Q) op 27(P) met de eigenschap, dat
(indien [t[ een simplex van P is) de hoekpunten van de onderverdeling
van|t] in hoekpunien van {t] worden afgeveeld. (Dit is b.v. het ge~ :
val met de @ uit 8.) Dan brengey (o en W hetzelfde homemorfisme

%
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“van G(Q) in GX(P) voort.

We moeten dus aantonen, dat voor elke cyclus Jj van & (Q) geldt:
¢ ).Lj in £*(P). We vormen W(Z*(Q)) en de afbeelding (-,v die in
het "grondvlak" met &’ en in het "dakvlak" met W overeemtemt ¢ is
simpliciaal, j~  j' (asn j teantwcordende dakcycluo ?’)j \-«flt},, dus

iy ‘
10. Is 7 de n-de barycentrische ohderverdeling P(n) van P, dan
kunnen we GT(P) met G7(Q) door middel van v identificeren (atelling
uit 3). Bi}j ﬁ +1 hoort een simpliciale afbeelding 8y ven Ex(P(i+1))
in ®(? (m)), die op de G* invers met v is. Spe1Epmpr o8y is dear dus
op G® de inverse van zn, kan dus zelve als identieke afﬁeelding WO~
den beschouwd. Ten willekeur%ge afbeelding ¥ , die aan de veronder-
stellingen van 9 voldoet, induceert in G dus het identieke automor-
‘fisme. ' '

1. Stelling: Gy (P) topologisch isomorf G (P).
Bewi js: We mag@n veronderstellen, dat p de elgenschap « bezit (an-
ders kunnen we wegens 3 tct P! overgaan). -We vormen successieve bary-
centrische onderverdeling: P', P",.’.,P(n),.,. . Ve nwﬁersnbij elk>
P(n? de maximale simplexdiameter bn en het getal 13n uit 8. We kiezen
- een monotone rij natuurlijke getallen Py 2C dat '
. qj;n-'i - 2>pn
-is. We kiezen verder de monotone nulri jen En’?n zZ0 gat

I
J pnd)??n > e, + prn , En')apn .
is. We defini¥ren ¥, Pear O als een afbeelding van P in £®(p

Py
=)
die elke verzameling <_ '&/qp op een simplex afteeldt en op

x, (P) o
(P ) de identiteit is. .
| (p,) (P, 4) |
ces — & (P n.}b(’fil._. G-I AL WP
id. N
vie &— G (P) ¢ G (Ple—
En’?n N I €n+1?2n+1 v us ,

De verti?aﬂ_? betrekkingen ontstaan door ds identieke afbeeldingen
van ¥ (p Pn ) in o (P), die smpliciaal zijn wegens b < £y <P ye

€7

. De gﬂn-s zijn simplicizal wegens bpnﬂ dn I < ?n-ﬂ < 1%
De geldigheid van ’“x/r ie triviaal. Die van \L;;:l volgt ult

‘het *faait, dét voor een j, . de afbeel&ing LS een d -—*‘ve‘%
st Fne

Mvimg is, waarbi;} deze cyclus met zichzel? (s o1+ 2D )«hamolmg
*(m‘m m 2‘}, dua (wagena €+ 22: 4‘37 ) ook ?? hemalﬁ&@*

wﬁlxd@ a:m eeld ing als door ;l: %mﬁ

n
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Vaar 17 ctelt i le ideniieke afbeeldin;” voor, indien men
x (? s K (fsw 1 P, g
¢o(p 1 ) met ,‘;ﬁ(}; n+Toy n+1 n

doer v met elkaur identificeert.

- De limiet van le bovenste rij is dvs tonclcgisch isouort met Gﬁ{P);
die ven de orderste ic (P). Velgerns VIT 3 zijn ze dus t-poleogisch *
isomorf. ‘ ‘

12, Als convergente cyclus beantwoordende bij ﬁﬂ(f}é}wﬁ«l(ﬁ) aarn
een cyclus jeJ(Z%(?)) iy we nemen: de rij

, A

egeven twee ein.ige pelytopen P en 7 ern een sinplicizle afbeel-

ding f van 2¥(p) in 3*(@}. FierbiJ hoort een "simpliciale afbeelding®

fvan P irn 0, die ir uﬁ(T‘ met de gegoven ofbteelding cvercenstemt en
in elk simplex varn 7 affien is (i.wez. (5 ,e.) = ¢ Rif(ei),

Aﬁi C)e T incuceert ecn corting homeomerfisrme van G(P) in o(Q
ook van G{P®) in (Q®). cre nomenmcriismen zijn identiek (als
G(P) met GF(P) er G(3) met Q™) identificeert velgers het isomorfi
me var 11). tet is immers Qui&elijk, dat f ock afbeeldingen ven ih(Tﬁ
in xn(Q) induceert cn dat hiertij asn ij bewntweordt znf J« Lawnt men
n Vafiéren, dan zijn ait julst de convergente cyclussen horende bi]

J en fj.

13. Stelling: JSegeven twee eindice polytopen P €N Q en een con-
tinue afbeelding TIP)c . Van 4 wordt (¢2) verondersteld. £ is hoo

LT

24

‘toop met een simpliciasle oiteeldiiny van een geschilkte cndexverdelinz
van P in (.
Pewijs: De sterren (zie IV 1) ¢ (e') van de lcekounten van 7 voruen

“

»

een overdekking ven L. Veor zlke x'e, ie er cus ecn e!, zo dai
A (x',e') = ¢lx',G\e{e')) 30 ie. Tu ie A(x',e') continu in o', dus

eck max o((x',e'f, manr Lovendlen > 0, bezit dus een positiel mii -
el

mum . De e- omgeving van elks x' 1g dus Irn esr ster bevat.

afbeeldt. Te kiezen de onderverdelin e % van T zo fijn, dat elke ster
van P2C S 15 D zgeldt voor elk hoe k unt e van P7: Fr is een hrek-
punt Q, gena=znd wie), zodat ,

(7 (e)) C (@(e)).

Gegeven ecen simplex T(e SERETL van P, Elk virnenpunt x ervan, n-art
cok tot G’el,, dus i(x) 3 5( Ll}}, dus Tz binnenpunt van een

simplex met hoekpunt (e ;). Dus zijn de ple;) Loekpunten ven een
sipplex Q. ¢ is dus een cim p.iciase =fleslding van Z7(r') in 2° (Q
jﬁn‘kaﬁ.WOrﬂen.uitﬂebraid tot simplicinle nfbe&i&jny van p° in?Qq‘

Cox kan willlek-urig worden gekozen. Tevat T(eo,...,e ) weer x

7&13 b;nn&npunt dan is f(x)rﬁw wley )) Is f(x) binrenpunt ven T!

. Ve klezen o> 0, zedat f elke d~verzimeling in een e-verzameling

)
P
(

\J




I

dan i
56{::)

8 yaiei} hoekpurt ver. T', dus wegens de simplicisliteit ook
eT'. Tus f(x) en «(x ligeer in cen pemeenschappelijk simplex.
. Ye definitren f,(x) nls Let pwt, det Let 1ijnetuk £(x) y(x) in
de verhouding t : (1-t) verdeelt. Den is ft een continue svervmﬂriﬁgr,
van f in . N : :

Opmeriing: Door ~ok nog J onder e verﬁalﬁn, kan men zelfs berei-
ken, dat f en 4% willekeurig weinig verschillen - ¥ is gimpliciale o
&piJr\‘flLuatLé var T

14. %il men de afleecldin. cklassen van twee polytopen onderzceken;
dar kan men zich dus tot de studie van simplieiale afbeeldingen bepers
ken; in iedere afbeeldingesklasse zijn ook sinpliciale afbeeldingen.

%11l men weten of twee afbeeldingen tot dezelfde klasse tehoren,
dan kijkt men reasr het hemomcrfisie der hhmdlogiegroepen, dat 2ij in=-
ducerens; verschilt dst vocr beide, drn nheren ze zeker niet tot dezelf-"
de klasse. (Het ongekecrdc geldt over 't algemeen niet.) Afbeeldingen,

iemotoop zijn, heten ook inessenti=

eel. Hierbij hocrt (IX 5) het nw -homomerfisme der homologiegroepen

die met een constante afbeelding h

van dim >0 (alles wordt ir C afgebeeld). Fen niet-nulhcmomorfiisme
(4 >0) verrasdt dus essentialiteit vsn de afbeelding. Y

15. Fen noodzckell jk criterium voor homeomorfie van twee ruim—
ten is: overeenstemmen ven de homelogiegroepen (die immers topﬁlogiach&?
invarienten zijn). , .

Van zekere polytopen kennen we al de hemelogiegroepen (zie VIII
3). Als volgt een hardige methode van berekening: .
Voorbeeld torus: ledew j, ken continu op de rand ven het model

worden geveegd, is dus hormolocg met eern In de rerd liggende-cyclus,
dus lineaire combinstie ult de "horizontale"™ en "verticale" cyclus.

Het M"op de rand veger”" wordt sls volzt gerechtvaardigd:
Gegeven een cyclus 3& var £°(P). Te "concrete" simplexenivan

ij&} vormen een deelvolytcor 2, dat door de identieke afbeelding in
5 is afgebeeld.lﬁ% Tegchouwern een srhavzi,t (s)YCp, fﬁ = identiteith
f, induceert de idertieke aIbee.iins van i (8) in ud(P) le bij Jy
no. oy
: om

herende convergente ofCLup; vodg ig dus !

st

olorg *1 fv jd }. e
Ligt nu fﬁu ir. een‘deelpolytoop T {¢n ons veorbeeld de rand van
het model), dax kunren ve Jy vervangen door cen in T liggende cyclius.

1

Zoek volgens deze methode o) de-hpmologiegreoepen van de volgen—
de pwlytooer R

re ‘Ze*fkantpslytoop varn concreet: r-simplex.

j‘ﬁaik het identificnties- - ot
1=22=% =4 = 5 m({a:::? mﬁg ‘5,‘{,’*‘7 ‘¥ .
12 = 34 = 56 ‘ (D : st

14 =23 =
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1265 = 4387, 238C = 1475, 12%4 = 5678 (3=dim. torus).

Pol met dismetreslidertificaties op de rand (3-dim, projectieve
imte), .

Fuimte (asngevuld met oneigenlijk punt), wa&rk%mvreemﬁe bollen

uit zijn zéponst, v rbii de randen 5y en Si (1 1,2,3) van de

geten zijn gefdenti iceerd, en wel Si met Si (het is nog belang—

%
\J

i

rijk, of de identificatie met behoud van de cri¥ntering of te=
gengesteld geschiedt). A
T (Cartesisch pro-
duct van n cirkelomtrekken ) is met T, 2elf homeomorf, .
De G, cf mod.1 van de solenolde (zie VII 7) is met de solenotde
zelf homeomorf.

Toop asne: De L, cf scode? van de n-dim. torus
1 e LIRS L AN

Definier T (w-dim. toruis) als volgt: De punten van T, zijn
vastgelegd door rn colrdinaten, die re¥le getallen mod. 1 z1ijn.

Teeld Tpae op Ty of door weglaten van de (n+1)-de co¥rdinaat
{fg+1>. e Pn~au ische limiet van de Tn is Q&.

Bewijs dat G,(T ) cf mod. 1 homeomorf T _ isl

XI. 4fveeldingegraad, dimcusie en gebied.

1. Ten r-polytoor heet pseudovari¥teit, indien )

1. elk (r-1)=-simple> ervan op ten hoogste twee r~51mp161@n
ligt,

2. bij twee r-simnlexen eivan eer hele geordende rij r—-sim-
plexen 1ls te vinden, met de gegeven simplexen als eerste’
en lactste en zo deot opeenvolgende één (r-1)-simplex ge-
meern hebbern. ;

Van een r-dim. pseudovari¥teit is 0 = iﬂﬁ of (0). "ant is Ip
een cyclus en tr~1 een simplex dat op mee_td ligt, dan kan (wegena
1) td 1 in 3‘36 alleen wegvaller, wenneer beide tr in jr dezelfde
coBfficiEnt (op het teken na) hebben., Dus wegens 2: Alle tr hebben
in 3r (op het teken na) dezelfde co¥fficisnt. Zijn j en j; twee cy-
clussen # O die in €én t ty overeenstemmen, dan leert beocbouw1ng van
3d - jé, dat zo in alle *d overeenstemmen, dus Jr = 35 =QXAtrhW&&T*
bij de t in een ééndulilge bepsalde ori¥ntering dienen te wordenm =
genomen, Dus indien er een cyclus # 0 i&, is Jr =17 ; dus G = 17';”
‘ Alﬁ G.. UL spreker we van gesloten paeudovariételt. Inﬁi@a |

f.‘x**aimpl@mm ia ga@lman Gf nod 2, want 3 Lt. =0 mod 2. oy
: | gw*oten {mad 2), ‘masy piet oritn




i
o
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Onderverdeling ven cen (gesloten, ori¥nteerbore) psendovarib-
teit i¢ weer (gesloter, ori¥ntecrtare) pseudoVaridteit.

"iJ] afbeelding van twee ori¥rnteerbere pseudovari¥teiten wordt , .
de grondeyclus van de eercte op een veelvoud (c-voud) van die van de
tweede &fgebeeld.*c heet de nfles 1,1‘*3fradd.

2. De r-gimplex {vls polytoop) zullen we ook r-bol noemen, B
zijn zelfkart olyteop (1“1)*rf€gr, ir_1 (de O=-afeer testast dus uit
twee losse punten). we zullen riecrmee ook de mee tkundige voorstel-
lingen ven bol en sfeer verbinden. Dit wordt door de topologische
equivalaﬁtie ven de hetrokken figuren gerebhtva&rﬂi@d. Bol en sfeey
zljn pseudovari¥teiter. ;

- 3. Tlke echte afgezloter uwwLVeruimellhﬁ V van de Sr kan op een
punt worden samengetrokken. Tant iec a eern punt ¢ V en b zijn antipo-
de, dan kunren we elk punt x ver V in de tijd‘O tot 1 eenparig van x
nasy a' laten lopen. Dat iv een ave ervoering ¥ met @ = identitelt,
Q?t(v) = con&tert. -

Fen afbeelding ,f van een pelytoop P in Sr’ wzarblij fP echt deel

~

van P ig, is inessenti®el, want f is homdtoop met %%f en 5¢1f is

constant.
4. De identieke afbeelding ven &r in Sr induceert de identieke
afbeelding varn de grondeveius (eiheeldivgsgread 1) 1s dus essentiéel.
5. Stelling: Gegever een % V -afbeelding f van een eln&lre po-

lytoop P (net de eigerschan (o) in cen ruinte R, f induceert een
isomorfisme van de homoloziegroeper van P in die van R. (Definitie
vamlnmj iz X B.)

Bewl js: Gegeven een cyclus j ir 47(P). Ve verondevstellen fznj{tg 0
- | ‘ 3

(voor bijra alle n) en bewijzen j~O in 2F(p). qur elk a'eR kiezen
we &én origineel g(a') in T. Daﬁ is jfxa, Pa\<-3 J , dus is gfznj gen
g -verschulving van vnj, naxr vegens de vercnaermtellln ook
@fvng N 0, dus ook 2 5
k. Veor grote n is y’(;ie X 8) een simplicicale a*bneldlnv varn “zﬁP)ﬂ
in £¥(P), dus cok 9ﬂvn $ Y k. “"hrfﬂv j ~3 in &% £p) (zie X 11),
dus inderd=szd j~ 0 in 2*{?).

Stelling: De r—simplex (als polytoop beschouwd) kan nlet

-

o

73 0. Dus an is zelfkant van een lj-kéten

dcor =-afbeeldingen met willekeurig kleine €3> 0 in (r-1)-polytopen
worden afgebeeld.

Béwijs: 8 1 zi de zelfkentsfeer van de simplex T, en J de grondcy4_
tlus van Spmqe T 21J een e-afueelaing van T, in'F ((rw?)fdim.ﬁ‘Wa

nrmen’ een @nderveraelzng I vaﬂ“Tr en een simpliciale apprﬁximatieA
‘f, mudat @ e T homga ens p verschillen (zie V,2, ‘a@"??f‘ﬂ"

¢ een c-afbeelding ven T in P. Is ¢ klein genoeg; ¢




- 5% -

oy

(naar 5) @ § # 0. "uis j~' in 2%3'(, dus @ j~0 ir £¥(P). Dit
is onmoyelijk, omdast er in X -een r~dim. simplexen 2ijn.

T. Stelling: Dimensie en dimensie~tre. stemmen overeen. De di-
mensie van een polytoop is eer topologiccre invariant. (Volgt uilt 6.
Zie V,4.)

%

> / -

Creq (Streel o= 1, middelﬁuﬁ% 0)
in een ruimte k. 7iJ ‘p de cistanl van :é&r+1 van O, 3(2) zijn pro-
Jectie venuit O op br (alleer van o £ 0 gedefini¥erd). We stellen
(5 (z)) = F(z). Vierdocr w rit een schear it(x} gedefinitterd
(£4(S.)CR), indien we ncg f£,(») = I(C) stellen. We hebben T.(x) =
F(x). Omgekeerd brergt elke s (S_JC k met f, = constant een
afbeelding ¥ (”r+1)C:Y veort, at f F(x) is.
Dat eer afbeelding ("r\ I cssentidel is, komt dus overeen
met de uitspraszk: f kan worde: voortreret tot eern afbeelding van
B

8. Gegever eer afbeel il T van

Iy

]

senaay T
d

(e}
-

B3

‘3

)

r+1 in L.

g, In verband met 4 heblern we dus:

Stelling: De icentieke afbeeliing veon Sr in zichzelf kan niet wor-

‘den_voortgezet Lot een afbeelding van Br+1 in Er‘ inders geformuleerd:
Het ie niet mogelijk Er47 cp 5, af te becldern zodat elk randpunt in
zichzelf oavergaat.

10. Twee afbeeldingen fo er t, ven Er in zichzelf, die nonit
antipodisch ziin (dus fo(x) naolt antinnde van f1(x)) behoren tot de-

zelfde klasce, S
¥ant we kunnen ft{x) defini¥ren als nunt dat de kortste grote-
cirkel—boog . (x)f,(x) in de verhouling t : (i-t) verdeelt! en heb-
ben dan een ﬁvervqer:rb
Fen aibce*ﬂlmg f(x) zonder =rtipodische toevoeging {dus f£(x)
nooit antipode van x) behonrt dus tot de klasse van de identiteit en

ﬂ&n derhaive niet op heel F worden' voortgezet.

11. Tew afbeelding f 1;1Me 3 kun ook worden gerepresenteerd
doer een veld van vectoren der lan"ue 1 s in elk punt & brengt men
de vectkr.f(u) aan. De idertieie afbeelding van Sp in 3, beantwoordt
aan het vectorveld der buitennormalen. Naar 9 kan dit dus niet op
heel E_ worden voortgezet (altijd vectorer der léngte 1). Fetzelfde
geldt van het veld der: blnxennigkw :n (want arders hoefde men de rich-
tingen alleen om te keren). ifer heeft nelfs. de S
Stelling: Fen op Sr gegeven overal nocr hnltan,(biﬁnen> wijzend

vectorveld (lengtes 1) kan niei or heel B worden voortgezet.

r+1
want bij een naar Miten w.jzeni vectory eld hoort een noclt

¢

antipodische afbeelding. y ] -

% A

B 12, wtﬂllgng Een‘afbﬁelding g vgn Brwﬁ in gicﬁzelf b@;}#,a@n
vast punts e e : TR T




] = 54 -
Bewi js: e veronderstellen, dat Qr geen vast punt is, Dan bestact
het (continue) vectorveld mTuTTX ¥y + Gidn vectoren zijn voor xeS.,
nasr binnen gericht., Dit is in rigjd met 11,

13. Vcoor het volgerds i5 ret prectisch deasr zo als palytoop

vosr te stellen, ‘dat de :ntipecische ntbeelling simpliciaal 1s, 'len
t als volot deer: '

De <, (ciriel) weridt in vier kwadrarten verdeeld (dus als een
vierhoek). Teeft men voor de © de gevraszgde voorstelling gevon-
den, dar vat men haar als evenaarsfeer van een Sy op, door een Ynoord-
pool n en een guidpdol =z tce te voegen en met de osimpleken van §
nitp4hdwlis

1

iRels] o 4 o AT o - 3
te verbinder. lIs J, 4 grondeyelus van S, 4y Jiiq

Jp = [n r~1] - [z, tr~1] grendeycliug van Sri

We torer deor inductie muii: aj, = (=1) T~ Jp (dus afbeeldings—
gresd van g is 17Ty,

Voor j = 1 is-dit duldeli jk, Ge veronderstellen aj,. 4 = (~1)r~2.
Jpq als juists &j = Zg[n,tr_1] - Eg{z,tr_q] = N[z,gtrh1l;*

- - - r-2
- L[n,gtrhT] = [z,gbtrh1] [n,ﬁatr_1] [z, (=1) Ztr*1] +
/ ™~2 r—1 “r. =1

-~ Lln, (=) 2t ﬂ] (=1) ;[n,tr] - Z[z,tr}) = (-1) Jpqe Dus:

Stelling: De antipodiscle zeliafbeelding van 3 is van de graad
3 .
(-1)*

s cehoort dus vonr even r zeker niet tot de klasse van de iden—
titeit.

14. Stelling: Fer tangertianal vectorveld (lengtes 1) is aan de
evendimenecionale gferen niet m-gell jk. “
Bewi js: Bestaest zulk een vectorveld, dan kén men elk punt in de door
de bijbehorende vector bepaszlde richting op een halve grote cirkel
near zijn sntipode laten l-pen, en dus hoort dan a tot de klasse van
de identiteit.

5. Stelling: T

-

en zelfufbeelding
antipodisch is, bezit een vast punt

o)

fovan C (v even), die nergens

Eewi js: We tekenen bi] elke xel, de tangentiaslvector wijzende nacr
F{x). Volgens 14 is het mogelidky die op lengte 1 te normeren, dus
is er een x = f(x).

16. Vele vregen over sferenafbeeldingen blijven hier nog onbe-
entwoord. Later zullen we onder meer aantonen, dat de gelijkheid der
afbeeldingsgraden ook voldoende is-ervoor, dat.twee zelfafbeeldingen
van de Sr tot dezelide klasse behoren. Vocrloplig weten we alleen,
dat de vonrwearde nocdzakela & Js. .

17. 7e bewiizern nog de , : g
Ste.ling .ar de M"inveriantie van gebied™: u@gavan twee afgawz“
sloten tegrensde verzamelingen V en 7 van de Cartesische B am een’ .

topologische afbeelding £ van V op 7. Dan beantwoordt bi’

I



inwendig punt een inwendig punt en a-r een randpunt een randpunt.

Deze stelling 221 zijn bewezen, ©ls het lukt, de vegrippen "in-.
wendig punt er rerndount" vern cen verzrmeling in f topolog 1wch inva-
riant te defini¥ren. Dit pesciiedt als volgt:

" Een punt x ven Vo is inwendig purt dan en slechts dan, wéﬁneer
VOO? e{k@ voldoende leine omrceving U var x ir 7 reldts Gr~1 (rand
van U) of mod ¢ is riet-trivioel.

we gean dus.ecntorer: 1, Ts x rond.oant van v, den zijn er wil-
lekeurig kleire omgevingen U met rard U oz det Craq (T = (0) is..
2. Is x inwendig punt van v, den is voor elkes keuze van 1J (voldoende
klein) met rand Ure G407 # (0).

Ad 1: Le kiezen ecern (willckeurig kloine) open hol B met &ls mid-
delpunt x en als randster ¢, e zodan

g dat TV echt dee'! van S is,
M

o

en stellen nu U = BaV, dus U' = 5.7, e wnceten dan cantoner s

ils
echt afgesloten deel van de d-dim. sfeer © {(d = r-1),den is G (J)
(C). Dat geschiedt in 18,
hAd 23 7ie 13,
18. ?(n zij een rij polytopen, homeomorf met © en zo dat

. . o _
onderverdeling van P(ﬂ is. Q(L> zi} ce kleinste deelpolytoop

(n> ﬁ(n)

R

P(n+1)

van y die 7 bevat. Vun zelkere n f asn isg echt deel van

P(n). Verder: Qn = . Le - VOormen een Rn -adizche riﬁ mpt als
afbeeldingen fi*ﬁ de identieke afbeeldingen en met sle 1@% M. Dus
(zie Ix 8) “d(”‘ = lim / /Q(ﬂ ). T e ioeven dus alleen nog aan te to-

Al
ren: G (Q(ﬁ>) = (O) vc;r n2n.. "1j j een d-cyclus van Zi(Qn), dan

A

. . i

is a furxlor i een d=-cyclus var P'7 ) dus treden alle td van P(n)

in J met dezelide co¥fficidrt (absciuut genome ) op. hengezien in P(n),
s

dus ook in J, minsteus €éu t. van P‘ﬂ) ontbreekt, is die co¥ffici¥nt

a
= (7) Gq(3) = (0).

Uy dus J = 0, dus Gdﬁﬁhﬁ = (7Y, dus
9. Tij x inwendiy punt van V en U een zo kleine bolomgeving
van x, dat U <« 7 er dus ~ok 3 (randefeer van U) €.V is. Z2id UT een

(T

wiilekeurige omgeving vein x, Ta C T, en U% de rand van Uge. We wijzen
cp Ui een convelgente d-cyclus (d = r-1) aan, die (op U;) niet homo-
locg QO is ' .

Cp C is er eern niet-rulhomologe convergente d-cyclus, béstaanw

de uit een rij syvﬁ~cyclu35@n J (lim e, = 0) zodat voor geen nulrij

ve n
? % geldt: 3: Tgw Ce Tasr Geze jg vormen ook een uonvergeﬁte cy-
n n n

clus in de ®ol U, die als zodenig wel O-hemoloo: is. Dus is exr een
nulrij e' en een ri] keters k‘, in 7, Codat . 3~k y = 3. e vormen . -

En‘ En o
k' v =k, n {I\KL en j‘ ' k’ - . Is t een sim Lex dat in. ¥
¥ & . N 4 ? I&

1'1 n n

.H



een simplex van k' v dat geheel in ﬁ\§1 ligt als ook op €én, dat

niet geheel in E\L xigt. Dus ligt t in een e!-omgeving ven Uj. In
de e,-omgeving van elk hoekpunt a van §' , i8 dus een punt a' van

“ n
Uj te vinden. Door a » a' brengeu we een £A~versohuiving van j'_, in
y n
J"y. . tot stand; volgens IX 2 geldt j'_, .~ ", in U\v,. Dus
i}’n n ;;ﬁﬁ 3 n

\3 r’m....«' j" -
En 3E ssh

= We beweren, dat de cwnvew?eite cyuius 2 335" } in 1§ voldoet,

. 'R RN Y :

,d.w.z. niet nulhomoloog is in U*. :

inders was namelijk ook §j€ ;mw 0 in ﬁ‘\Ug, dus induceerde de
n
inbedding van & in ﬁ'\U; geen icomcrfieme; dit is near IX 7 in strijd

met het bestaan van een retrzctie van U \U; op S (te weten de projec—
“tie vanuit x op §).

XII' Fomologiegroeven van helfcompacie ruimten.

1. T heet gla&tue ijk ccmpact, wanneer elk punt van R een om-
geving met compacte afsluiting bezit,

Voorbeeld: T = S\A, wear ” comnact en & afgesloten in S is.
("ant bij elke xeR is er een omgeving UC. S met OnS = UV, dus U com-
pact,.UnR omgeving in R en T~R compact.)
s 2. Vegens de separabiliteit kan R nmet afﬁplbaar veel van die

‘@mgavingen,UnAWOrden overdekt. Steilen we Rh = ‘#5 U; » dan is R ver—

eniging van de open kernen van een opstijgende rij Compacte ruimten

. 1s R nog op een andere wijze zo voorgesteld door middel van

een rij H‘ dan geld%t vonr elke m; RmC:F* voor bijﬁ& alle n. Want

Em(;K)In, due is R (wegens de compactnendm reeds bevat in een ein-
- ) Y ﬂ} o

dige partiaalsom, dus is er een M met c# Rn C Rm .

~ 3. R is homeomor? met de R -ale liniet van de R, waarbij
fn*f (en f ) de aentlegf aibee3<1n5 is. (Ga dit zelf na!) Kiezen
we een ande%a3§§§‘ rk%éuzzlsn beide ri jer homeomorf wegens 2. De
f§+1 bepalen continue nomem rfismen von G&(Rn) in ud(hn+1)

We definidren de hamolag&gg;ﬁegpn ven R als Gy “ale limieten
zvan die met de F Jeze definztia hangt ‘niet af van de keuze vah
de rij Ry. 71 1u topﬁlﬂ&iﬂah invaxiant Ten @lemant van Gaiﬁiqwmmﬁ

‘“a bepaald door een cmnv&rge ’f1~w ’iigggﬁ%e, ‘geksre

g




- BT

r1s O wordt beschouwd, indien hij voor zekere n in R, nulhomoloog
is. |

4, at is hier de totekenis van JO? “ijn de convergerte cyclus—
gen {a? en {bf homoloo:, durn is er een n, godat a en b in dezelfde
componentern van ?n liggen ‘en ougekeerd)s a2 en b kunnen dan ﬁoor’een
continuum (niet-lege ccompecte ssmernbangende ruimte) worden verbonden.
Omgekeerd, is er cer & ¢n bt revetternd continuue €, dan vormen de
§£««C een overdekking van C, uus CCILn veor bijne alle n. De C be~
vattende comporent van Fn vevet dus a en b, us:

Cen en slecnts dan ;ajww{bg als a en b Goor een continuum in

I kunnen worder verbonden.
!nders gef . rmuleerd: De verzaneling vau alle punten, die met a
door een cortinuum kunnen woraen verbenden, heet constituent van a.
Za}mz{b} dar en slechts dan 2als & en b in 4én constituent lig-
gen.
5. Yen plaitselik com szcte ruimte heet plaatselijk samenhan~
gend, als elk punt willekeurlg kleine sumenhangende omgevingen bezit.
De verzameling in vlakke coBrdinater) bestaande uit

Y / » - 1
(x =0, lyle 1) en (x#£0 y = sin %)
8 samenhangend, mear in de puwter x = 0 niet plastselijk samenhan--

i
gend.

"lke open verzameling van de cartesische Tn is plastsell jk sa-
menhangerd. (Fewijs dit zelf!)

In plaatseli jk compscte, plantselijk samenhangerde R vallen de
begrippen "comporent" en ‘cornstituert" samen. ‘

Rewijs: e hoever. alleen aan te tonen, dat elk puntenpaar van
een comporent T ven I door eern continuum kan worden verbonden. Bij
elk punt van T is er cen sarenhangerde omgeving met compacte afslui-
ting; met vitelbarr vele kan R overdekt worden (separabiliteit):
UgsUgssee & "ij a=U,. "e vormen de Vyreniging-vn van alle Ty die met
Uy md een niet lege do-renede hebten, hierdblj 7. = U, stellende. Dan
is U V_ samenhsngend, dus C 7y dus = L. s b £ zekere Vn; dus be-

n
staat er eer rij U, ,...,U0; met Uy AT, #17 en aell; , bely .

Dan-is &y ~l1 0 mealép i?fj- ; ! P
g ® 3z dij een a met b verbindenu continuum.
Hieruit vblgt : ‘ . i e
Stelling: In een plastee’is ¥ nowpacic, nlasiselijk BQanh&ﬁﬁﬁ”t
‘de F is {ﬂifﬁw {bg,daﬁ'ém “iechts dan, als a en b in een waifdépé&
poment van K liggen. | | il
 Opmerking: bet complement van een afgesloten deel van een
ﬁiﬁﬁ'palyt0ﬂp‘13~§L¥ compaet ®n pl. savenhangend. g




XIII. Groepentheoretische dualiteit.
220IERIB00E dualitely

1. De optelgroep der re®le petsllen mod 1 wordt ook \jz.g@ﬁoemdy,

ompact en samenk. ngoerd. De eirdige ondergroepen van J& zijn"%

[N
63
aQ

. o , 1
cyclisch en van de vorm: gehele veelveuden van we Waoar m oeen geheel
a

getal is. Ne oneindige on.ergroepen zi o OVﬁrﬂlidiCht in 2 . (Zie
Croepentheorie I.) AT esloter ondergroepen van Q zijn, dus eindig
of = Q .
2. Torusgroepen ﬂim heten de directe summen van cen cantal
groeper: A (zie ook X eindel!). De 3m~a§’ﬂche limiet hiervan (zie de
afbeelding in X einde) heet ‘(lw (o=dim. torusgroep).

3. et v, ¥, 7 duiden we aftelbare discrete commutatieve groe-
pen aan, met. !, P, 7 compacte comautatieve groepen,
4. "nder een karrlt:

‘{T}
+d

a urn cen -ftelbere (compacte) commuta—
tieve groen verstaur we eer hormo-oiiicme (contiru homomorfisme) in
82 : ax ¢l

H
Fo s

.
5. e karakters van een groep 7 vermen zelf een groep. Voonr twee
kerakters a en.b definifre necr namelljk
(2 + b)x = ax + bx (x = X)-
a + b is inderdaad cen Larskter, wunt

(e + D)(x +y) =als+y) +v(x+y) = (ax + ay) + (bx # by)

= (a + bix 1 (a +b)y.
De groep L van de keraliters ken worden getopologiseerd dcor de limiet~
definitie:

{(1im 8n*x = 1lim B, %
Ga n= dat 1im a_ {incien hij beztaat) weer een ksrakter is! Ga na,
dat )
lim (&, + v ) = lim a_ 4 lim.by.
m n- n Ll oay 4 Lm ety

‘et behulp var open verzemelingen xan de topologisering. als volgt
. S . 0 : . A . Pt
geschieden. Is O open in J¢ en x,oX, dan is de verzamellng‘P(xﬂ,O)
van £lle a wmet ax =0 cpen ir 4, er alle aldus verkrijgbare P(a,0)

0
vormer eern btasie ve

or de cren verzamelingen van L.
Inderdanad: ligzen in elke omgeving van a bijné alle 8y dan be-

tekent dit: uit axoﬁﬁ volegt a_x <0 (meﬁb 211le n): dus lim a x,_ = axX,
™n omgek@erd.‘
. A vervult ﬂxioma I1 2. suant Iegeven 2, # 85, dan is er een Xx 53
”&od toagx, w# 85X, dus zijn m*‘bmgevingem~ﬂi van a_ met 0400, = 53
Baur dan ZlJP P(x -0 } vreemd. ompevinoli v .3y en as.

A vervult WLCLV'Jhﬁjd saxionma 2. Lant we ‘mmnsr on3 bij de. 0 ba
@rk@n tot een aftelbare kaﬁzs van 17‘3?eﬂ X is ook aftalbaav'

A s cempacm, want zij v een mn@inﬁlgﬁ ﬂ@ﬁlvarwamaf




"

Xy doorloopt e Tu

dichtingspunt, dus
3 !

lim 8y ¥y

trekke

lim

Tit aﬁ men
L1
an12

eNnZe:

Dan bestaat ook

(n)

lim
ar

voor alle i, dus lim Hn
“en karckter a vnn een nm-cyclisclre

is bepaald, als ik
&I + s "(" 8.)( = C\' 1]
dus de m—-cyclisct

Ten karalter

.o (p)
lim an Xp

09 -

tezit wx, 'ir ue compscte J2 ) voor aeV een ver—

is er een Jeelrij van V, aﬁ zodat .
begtant.
een oaceiri)j a", zedat 0

bestaat,

veateat.

*1

bestaat en is verdichtingspunt van V.
groep (*®,x, 2& ees (m=1)x)
zi,/n wesrde voor x ken. x +....+x = {0 is
dus ax = £ wod 1 (p geheell).

< m~1
groep (2,

“egens
De karaktergroep is

By,

m
2 van een .~cyclische groep (...,=2%,-X,0,X, 2X, « o)

Ty ssa

i& door ax bepaeld, daet een willekeurig element van J2 xen zijn.

-
De karsktergroep is
e beschouwrven een

wemorf met uz-.
directe som ¥4Y.

hon

Is a een karakter van X en

b één van V¥, dan is er een kor-kter ¢ van X+¥ die op X+0 met a en op

O+Y met b overeenctemt,

c(x+y) =

dus 'S
ax + by.

Is omgekeerd eer karckter ¢ van X+Y gegeven, dan worden hierdoor ka-
rakters a en b bepaal 'd, die resp. op X er Y met ¢ overeenstemmen. Ga
na, dat de lkarektergroep van ¥Y+Y topologisch isomorf is met de direc-

te som var die. van

¥ en van ¥ 1

hangezien eew ”lfil ¢ commutatieve groep directe som van cycli-

sche groepen is, is hij lsomorf met zijn karaktergroep.

Tlke commutatieve groep met eindig

veel voortbrengenden ig di-

recte som van cyclische groepen. I'ierdoor beheersen we de karakter—

groepen van alle groepen met eindig veel voortbrengenden.

6. De (coritinue) karakters x van een compacte commutatieve

groep L vornmen weer een groep ¥, die we echter niet topologiseren.

e duiden het karskter x, door het functieteken x achter het argu-

mént a(eh) te plaztsen, aan.
a(x+y) =

De karsktergrcepen
o "~groepel noeren;
niet).

Toon weer aan, det de 1}
morf met de directe som van de karaktergroepen is !

xX+y is gedefirniBerd door

ax + ay; ‘

compacte commutatieve groepen zu len we
zijn aftelbaar (maar dit bewi jzen we hier

van
zZe

karaktergroep van ‘een directe som iso=
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Door
ax = ma (m geheel)

is een (continu) karekter van 4 =AZ bepaald. e beweren, dat dit
alle zijn. '

Gegeven een o —omgeving Vy ven O in 42 met of € %, dan bezit de
vergel]l jking 2§ = ? in 7 precies €én oplossing, die we %‘? noemen
(d.w.z.? £ V gegeven, ‘§ gevrragd). e defini¥ren dan inductief
2*(n+1)7=%2—n7?. |

Zij x'eeén_karakter van A =00, segens zijn continulteit is er
een omgeviﬁé Uvan C in & met Ux C V4 en Uc;V1. Zi}j a, # 0, &O.a‘U;

' ? 3

dus oek 9a e U. De waarde van x in ﬁa nmoet voldoen asn de vergelil j-

king 2(( §a Nx) = ‘g x en 1i gen in U, is dus eenduidig bepaald door

(%ag)i = E(a.x). Inductief volgt hieruit, dat (voor alle natuurli jke

n)j(E-naé)x eenduidig bepaald is door a X. Mear dan is ook (p?Qnao)x
eenduidig bepaald a.% (p geheel). De runtverzameling van de pzhna
vormt een oneindige ondergroep ven 4, is dus overal dicht in A en
derhalve is x in 't geheel eenduidig bepaald door zijn waarde in 2y

o

: 1 ; . .
We kiezen a = —(e U, s geheel). 'egens sa, = 0 is s(aex) = 0, dus
w2

ax = % (m geheel), dus a,x = ma . Het karakter x stemt dus in a
“ w2
overeen met het karakter

0

ax = ma,
is er dus in 't geheel mee identiek.

7. Gaan we van ¥ uit en vormen we de karaktergroep A, dan kan
elk x ¢ X weer als karakter op A worden opgevat. Precieser: X ver—
schi jnt homomorf afgebeeld in de karaktergroep ven de karaktergroep
van Y. Deze afbeelalp heet j . le 5 een isomorfisme op?

Beginnen we met A, dan krijgen we een continu homomorfisme van
A in’'de karaktergsroep der karsktergroen van A, ock weer 3’ genaamd.

Is ‘g een isomorfisme ep?

8. Ten homomorfisme f¥ C Y induceert een continu homomorfisme

van B, de karaktergroep var Y, in A, die van Y, BfCA aangeduid, n.l.
(bf)x = b(£fx) (voor alle x £ ¥). o .

Ten continu homomorfisme Bf = A Induceert een homomorfisme van

X (karzktergroep van A) in Y (die van B), fX(Y, aangeduid:
b(fx) = (bpf)x (glle b £ B).

9. Stelling: Ten Gn—ale rij ¥ induceert voor de bijbehorende
karaktergroepen An een G ~aalsche rij (afbeeldlngen me c x® ’
Anfﬁ < L m>yn). Is 11m = v en lim Ay = A%, dan is A topclo—
gisch isomorf met de karaktergroep A van ¥,



- f1 =

Bewi js: Xn » X induceert een contimu homomorfisme AanaA voor
alle n, dus in de Timiet een continu homomorfisme AT &— h, det als

volgt nader is gedefiniberd: Is ' : y
x= (2 L)
en a € A, dan is de bijbehoronde
ar = (a1é»-82ﬁﬂ ves )
met ‘ anxn = ax (bijna alle n).
egens anxn = amxm = (amfﬁ}xn, dus a, = amfﬁ is dan werkeli jk een af-

beeldingsrij. Dit homomorfisme is een iscmorfisme. ant is voor zeke-
re a

a =0, dan is & x = 0 , B8 Y=o y & =0
ﬁ n n n
dus a” = 0.
Het is een afbeelding op, want gegeven een
* N
. (8-1&‘8»2‘{‘ too)
dan is anxn onafhankeli jk van n, deflnléert (le variabele x)
dus een karakter a van Lany = Y.

De afbeelding is wegens de compactheid van A ook in de omgekeerde
richting continu, dus een topologsisch isomorfisme.

10. Stelling: "en G “&ﬁleﬂe i’ An induceert voor de blgbehoren—'
de karaktergroepem X een Gn~ale rij. Ia. im Ay = Aen lim 3 = X y
dan is Y™ isomorf met de karaktergroep van A.

Bewil js: Ant~w A induceert een homomorfisme ¥* X, dus in de

limiet: X~ > X. Nadere definitie: Aan

m+1')00- )

X = (x™ > x
wordt toegevoqu~de x £ X met
ax = (afm‘)xm (= (afmfﬁ)xm = (afm)fgxm = (afn)::z:{l , dus onafhan-
kelijk van m).
Zij x = 0; we willen aantonen: x™ = 0. Uit x = 0 volat

(afm)xm = u, dus (Af )x = O Nu is

£

dus wegens de compactheld An

Anfn C U (bijna alle n) o oo
waar U een gegeven omgeving van Af is. Mu is (Afm)xm = 0, dus

(a £)x" :
een ondergroep van 1 met dismeter < % indien maar U voldoende
klein (dus n voldoende groot) is. Zulk een ondergroep is noedzake-
1ijk = (0), dus
Anfn)y =0 (bijna alle n),

dus An(fnxm)
dus “ x> o,
dus X = 0.
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“e beginnem nu met een x £ | en zneken een

x e
X = (Xm > }(r}+1 * eawa >’

zodat ax

i

(&fn)xn (alle a = .4).
De kemmn Hn van An4r~A is (=1ls origineelverzaﬁeling van 0) willekeurig
klein voor b%na alle n, dus is me een willekeurig kleine ondergroep

van 9 s, dus = (0) voor zekere nm.
(a + H )x
m

+1s dus een eenwaardige functie op de verzamelin- van de a + Hn’ dus

[ L. ‘
op de factorgroep AIHm ;'Am. Als zodanig neemen we hem xm, dus
ax = (af )x&.
n 5 s 10 B o
We stellen nu x~ = e dus

ax = (afnfg)xm = (afn)fgxm = (afn}xn
voor alle n€£ m, hetgeen bewezen moest wordene.

11. Dualiteitsstelling: ¥ is isomorf afgebeeld op de karakter—
groep van de karaktergroep van een X. (zie 7.)

Bewil js+ De dualiteitsstelling is duideli jk voor (eindige of on-
eindige) cyclische Y. - Gegeven een X en Y waarvoor de stelling juist
“is en zij 7 de directe som van X en Y. De bijbehorende karaktergroe-
pen heten A4, B, C. Is c ¢ C, dan is ¢ op ¥ + O bekeken wezenlijk een
kara ter a € A, en op O + Y bekeken een karakter b ¢ B. Nu ‘stemt
a + b met ¢ overeen op 0 + Y en op ¥ + 0, dus op ¥ + Y. Dus ¢ = a+b.
Verder is elke a + b een karakter van Z.Dus C = directe som van 4
en B, (Vet inbegriP van de topologie - ga na ) Geheel énaloog: ka~
raktergroep van A + B = directe som van ¥V en Y. | , ;

De dualiteitsstelling geldt derhalve voor alle X met eindig veel
voortbrengenden (directe soumen van eindig veel cyclische groepen).

T’'lke aftelbare groep ¥ met elementen Xyy Xpyees kan worden op-—
gevat als G -ale limiet van )t (vocrtgebracht door X1""’Xn) met
"1 yaar 9-10 geldt de stelling oek

n
voor Gn-ale limieten van groepen, waarvoor ze reeds geldt.

de identieke afbeeldingen als f

12. Dualiteitsstelling: A is topologisch isomorf afgebeeld op

de karaktergroep van zijn karaktergroep.

Deze stelling volgt uit 171 voor alle A, die als karaktergroepen
van zeygre ¥ optreden. .Llle A bezitten deze eigenschap, maar dit is
een dieper liggend feit, dat we hier niet bewijzen; we hebben het

trouwens niet nodig.

13. 7ijn X en A karaktergroepen van elkaar en is Y (resp. B)
ondergroep (resp. afgesloten ondergroep) van X resp. A, dan\varStaan
we onder annulator van Y (van B) de verzameling van alle a met
a¥ = 0 (resp. x met Bx = 0). ’
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De annulatoren zijn sfgesioten ondergroepen van A (resp.X).

Is‘YC‘Y{C X, dan staan de ennulatoren in de omgekeerde betrek-
king. _ '

Annulatorsﬁg;};gﬁ: De annulator van de annulator van ¥ is X
zelve. | _ | | |

“ewl js: ?ij ¥, de arnulatcr ven de annulator van Y. Dan is zeker
Y2 Yy. 71§ Y Yy, dus buve z £ Y.\ Y. e defini¥ren een karakter a
van ¥ als volgt 8y = 7, az = %ngd 1 indien m het kleinste positieve
getal is met mz ¢ Yj, en az = 3 mod 1, indien zo'n getal niet bes??§t
& ie hierdoor gedfiniderd op de door Y en z voortgebrachte groep Y s
want elk element vean Y(1} is eenduidig te schrijven als combinatie van
een element Y en.van z. We kiezen (zo mo§eliwk) een z, ¢ Y1\\Y(1) en
stellen verder 824 = "de door z en Y(1 voortgebrachte groep heet

' Y(2>, a is op {(3 zlnvol. 70 gaan we inductief door en vinden dus

een a € A met
at = (0) , av, # (0) .
8 behoort tot de annulator van Y dus zou aY1 = (0) zijn. Deze strij-
digheid toont asn, dat Yy = Y ‘moet zi jn. ,
Een dergellgke stelling geldt voor afgeslcten ondergroepen van
A. Tet bewijs blijft achterwege.

14. Stelling 1. 2ij X f Y een homomorfisme. Voor de karakter-
groepen geldt dan A €— B. Annulator van de kern van X > Y = Bf.

Bewijs: 2ij x € X (= kern), dus-fx = O. Dan Bfx = 0, dus x €
annulator van Bf. En qugekeerd. | ., '

indere formulering (zie 13): “ern ven (X » Y) = annulator van
Bf. . | | )

“veneens geldt: ftellin 2. Zij A«f B. een homomorfisme. Voor
de karaktergroepen is dus X 3 Y. Annulator van kern ven (A€B) = fI.
De andere formulering gast ook door, als einde 13-als: juist wordt ver—
ondersteld. '

15. Stelling 1: Is ¥ » ¥ cen isomorfisme, dan is A«B "op".

Bewi js: Wegens 14.1 is Bf = annulator van kemn van F + Y, dus.
Bf = annulator van (0) uit %, dus = 4.

Stelling 2. Is X » Y op, dan is A« PR iso.

Bewijs: ‘egens 14.2: Annulator ven kemn van (AE%B)'z X =Y.
Zij b € kern van A<B, dan is dus bY = 0, dus b = 0. o

Analoge stellingen in de @mgekeerde'richtiﬁg; : |

16. Uit 14-15 volgt T e
‘Stelling: Is ¥<{Y, dan is de karaktergroap A van X isomorf m&t
de factorgroep van B naar de annulator van X (t.a Ve Y)oo 07 ‘
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Bewi js: Hen beschouwe XCY als identieke afbeelding van X in Y
en passe 14 en 15.71 toe.

Stelling: Is Z< ¥, dan is X/Z isomorf met de annulator van de
karaktergroep C van Z (t.a.v. de karaktergroen A van X).

Bewi js: Men beschouwe X » X/Z en passe 14 en 15.2 toe.

XIV. Topologische duzliteit

e beschouwen in 't vervolg eindige simplerroosters L. e passen
de dualiteit toe op de diverse groepen horende bij de rooster. Als
co¥fficigntenbereik nemen we een cormpacte groep M. e karaktergroep

van [ heet M,

1. ¥y ef " is weer een compacte groep en wel directe som van
‘een aental groepen | (evenveel als L d-simplexen heeft). De karak-
tergroep van Yd cf " is directe som van evenveel groépen ¥ e ge=-

ven er een meer concrete voorstelling van:

Aan elk simplex t,; ("laagsimplex") leten we formeel een symbool
t° ("hoogsimplex") beantwoorden. Is td [ao,...,ad], dan duilden we
td, waar geen misverstand mogelijk is, ook door [ao,...,ad] aan. e
stellen '

d

3, = +1, =1, 0

naar gelang td en td azn dezelfde, tegengestelde of géheel Vefsbhil-

lende sinplexen beantwoorden. De Zt*xtd vormen dan de karaktergroep

van Ky cf 7 Gie we B% of ¥ zuiien noemen, |
z;yﬁtd Dyptg =¥y %%, .

v

‘g > X4_4 induceert een homomorfisme k% <2 x%7) wearbij

| (%7 oty = 1 (g 1) .
meet zijn. D.w.z. td tree t den en elechts dan in td 1%} met de coBf-
ficignt +1 op, indien in de bigbehorende td de bijbehorende td~1 met
deze coéfficiént optreedt. Dus
la orrresB 1: = zfe, sBgy ey By 1.

e’
- e
® ~ o is zo 1ets als de frapge‘ van t7.

2. Deze rechter- i geeft asan eiding tot nieuwe homologiebegrip~

) ,
pen, ook "cohomologie" genaamd.
%= xern van (x%*1e— x%)
is de groep der d- co-cyclussem, ' .

5= x4y
dle der d- co~zelfkanten,
o4 = Al
‘Qa~§~ﬁawhomulogiegroep. | ‘ o R I
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4. kdﬁdl = 0 dan en slechts dan als. kdéxdw = 0, dus alsg
} = 0, dus als kd £ Jd. Dua i
Annulator ven Hy (in K ) = Booo e =
Evenzo: Annulator van HO (int Kg) = Jgs
Dus: Hd an Jd.ﬁnnulatoran van elkander; evenzo Hd en J&“
J& is dus op te vatten als karaktergroep van Kd/hd, evenzo Jd als ka-
' . raktergroep ‘van Kd/H@ L
" nmierbij is H° de annulator van Jd/hd in Kd/Hd, resp. Hd die van
Jd/Hd in Kd/”Fd y
Dus zijn Gy en G karaktergroepen van elkander.
De kennis van de cohomologiegroepen levert dus (veorlopig) niets
nieuws.

d

3. 2ij % simpliciale, fbeelding van raoster E in rcoater Its
simplexen t resp. u. xd(z) > Kd(L') induceerﬁ x4 (E) K (£'), waarbi]

{u ity = u (ft )
moet zijn. Dus td treedt .in u@f dan en slechta dan met de co¥fficitnt
+ 1. ep, als voor de bijbehorende td en uy geldt ftd = Uy udf bestaat
dus uit de f-originelen van u@.
7ij speciaal L' deelrooster van L en f de identieke afbeelding.

kdf is dan de doorsnee van kd met L'. Let wel ! Is j; cyclus in EY,
dan is het ook cyclus in L, maar voor een cocyclus j is zo iets niet
‘waar. Hier geldt: Is 3 coeyclus in L, dan is zijn doorsnee met L'

cocyclus in I ! ; " .
6. Voor compacte ruimten R kan men de co-begrippen doer G ~ale

limiet-overgang defini&ren. ud(R) is namelljk op de ene of ander@

wijze als G -adische limiet van de G-s van eindige roosters gedefini-

cerd; deze G -adlsche rij induceert een G -ale voor de groepen Gdn

7. We beschouwen een concreet simplex T(0,...,r) en zijn bary-
centrische onderverdeling T. We defini¥ren de duaalster van een onder-
simplex [0,...,i] binnen {O,...,r}

\}[O,ost,i]?}:)sgﬂ(Ovo-iJT-'uj ooujr__i)q

| [0...1, O...ijT,..«,Q...ljﬁ.*.j ,..,,0...131...3 cendaqd s
. waar de som loopt over alle permutati&a 31...3 4 van i+Teaar. :
SR 9[0,..,,1]? is dus de vereniging van de simplexen van T, die mat
“” h¢t zwasrtepunt van [0...i) baginnen. i
L 2ij T, het anﬁeraimylem van T, dat door waglaten van hat hoel
j'aﬁtataat. De &uaaluperator genomen in T (al& ﬁalﬂkantaimyl%f
,gaarﬁﬁntaerﬁ) heet T : . :
et g “*{rﬁspw j ) wew&t in ‘heel xf(m) (rﬁﬂp‘ Ki(TF)}<'
sme vwrtg&m%, \&,: e W m &i%mba‘m £ 1
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v *;’"
10, ...1] = £ _sgn( ([ L P
':‘ O LK K'Y 8 O .!di » e e L -Qpi . 8w E -"1
&}'V s ﬁ(j) gnii), 331 jP ‘jl""1 (lo 317 ne it =1 (k

UL.JVH.OL.i%.NBW..”O.”i%.ujpnf%hﬂ {(5nrq

{O...i,...,o...ij1...j )

r—i-1

De middelste ﬂummanden vervallvn, omdat

{O“.l,...’O...151.-‘jp~1‘0'.Qij1"‘jp-.?apao".ij1‘.‘jp~1jpjp*1, "*}~ V[:
— ¥ 1

LT T o v ha
- [O"'i"‘"0"'iJT"'jp—f’O"‘ij1"~3p~13p+1’0-.-131'-‘39w139+13p0~w@
‘en- beide vormen met tegengesteld teken optreden. e vatten nu in het .

eerste deel de summenden met dézelfde‘j1 = j samen en in het derde die
met dezelfde j ., = Ji

3 /10, ...1] = %5[0,...,ij]+2(—1)r—j 1%[0,...1}

|

e = (—1)i+1za’[j,b,;..,il+z(—1)rh3‘03[0,..qi}

= (0MTA (0w 1]+ 20T o, 1)

We beschhuwen nu een orlémteerbare r»pseudovarlételt P met de

grondcgclus £t «~We defini¥rén in B *
oty
Vti =2 i?
waar } T je duaaloperator in tr is en de som loopt over alle t© 7 die
. t bevatten. Voor ketens wordt ° weer distributief gedeflnléerd.
AAangezien iedere t =1 "precles twee keer en met tegengesteld teken in
de 3t eptreedt, vervallen in. 3"[0...1] de termen, 'ﬁj[o...i] en
we krijgen
30 k1> = (-0t ).
We vatten o/ op als een homomorfisme ven K™ (P) in Kqoi (P) (demelfde
co¥ffici¥ntenbereiken). Dan is volgens de bewezen fcrmule
ity e, B,
. ﬁﬁlcP):: (p) . -
Dus kan ' worden opgevat als een: homomorfisme »
‘ Vs o
et Al L S RS

-Hltghande van een vaste hvekpunten-volgorde in P, hebben we een
51mp1101ale afbeelding - ;3, dle aan elk hoekpunt van P teevcegt het
huekpunt met het hoogste nummer van zijn dragefﬂimplex. b, 1nducaarﬁ
~ het identieke automorfisme van de homologiegroapaa. I. pevV. V. kunaﬁf
" We evengoed gebruiken { V , hetgeen het vnmr&eel heeft,. &at ﬁw \
ondarvardeling meteen 'is geBlimineerd. - ‘,(‘ag

9
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- Schrd jven we nu alle simplexen volgens de gegeven orde, dan
wordt

(aa,...,a ] = En({a ceetd }){a Y ]

inaien En(tr)tr de grondecyclus van P
is.

8. |2Vt wordt de k 1 Tl a

8 Y , e krans P (t7) van t7| genaemd.'Daarnaast
beschouwen de ! &3<wt1 = f( (t1y.

d .
A(t) ie dus de vereniging van slle simplexen van P, die met
it 3 een simplex vormen, maar geen hoekpunt van \ti} bevatten, l?{ti)

is voor t [ao,...,a ] de vereniging van alle \[a ceed

b s e 8y
B s el 11, "

i'!"*bd 13’ ' Coa

?(t en o2 (th) zijn homeomorf. Want in een simplex
f0,1,...,d] hebben

Q“‘i ’ “/_‘:]Qﬂliillj ’ » il"j
resp. de barycentrische coBrdinaten
i+1 J+1 is2 341

m( ,..-,1 O..-O 3 "“’T(" 1vu-1 D»ul«), “""T(O Q,OQQ,{} 1 1,-01,0v.00)y
llggen dus op €én rechte. Door projectie vanuit 8 ...a; gaat dus

.sel, b1...b2 over in b1...b1 en ir(tl) in de ondervaraeling van

§§Ctil

_het zwaar%epunt van 't
Wi . o

bl

Q}ti ontqtaat ult u't door alle verblndlngssagmanten naar
1i te trekken. Omgekeerd is $2ti de rand van

Uit %tiécmltj§ volgt 'Vt !> iW/tJQ :

Tty A =t o th. -

‘Q.'fﬁ'de;topologie spelen een bijzondere rol de in het klein
eutlidische r-dim. ruimten, d.w.z. ruimten, waasr iedet punt een omge— ﬁ
ving bezit homeomorf met de r-dim. bol. Men noemt deze rulmtan, in-
dien ze nog Bamenhangend ‘en separabel zijn, varisteiten. (Vaak atelt
men nog de els, dat ze in 't geheel homeomorf met polytopen zi jn.)

' _ We willen blgzonderheden van varisteiten bestuderen, maar hier=
voor is het doelmatig, van een iets andere vari¥teitsdefinitie uit
te gaan, de zogenasande homolegie—var&@mait. ‘ .

Een xbpaeudovarlétﬁlt heet rhhomologle—variéteit, indien all
. ﬁé(ti) (dus ook alle 'P(t )} ) dezelfde homologiegroepen bezittam
‘ala de (r—-i-1-sfeer (willek&urlg ca&fficlﬁntenberelk) )

: - Vanzelf heeft dan iedere §(ti) dezelfde graagan als hatm
~r~simplex (of de r-bel). = s gl
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a e

Dualiteitsstelling, richting Poincaré: In een hoffologle-vari¥—
teit is A voor de homologiegroepen resp. cohomologiegroepen een |
isomorfisme op. .

Dus: de homologiegroepen van de dimensies i en r -, K bepalen
elkaar wedergi jdsy Gi en G —i 2% jn homeomorf, Gy en G ~i zijn elken-
ders karaktergroepen (mdien de co¥ffici¥ntenbereiken in deze relatie
‘stdarn).

Het bewijs loopt vrijwel woordelijk als dat in X 6. %e moeten
aantonen: 1. Iedere Jg is op homologie na te schrijven.als een %/jm
2. Is u:}rdw é de, dan is het ook = f’ﬁkr’d”‘l , g

1. e mogen ,j als cyclue van E’(P) veronderatellan. Ve mdanaw
ren inductief: Indlen J gl 5 (1 >a), dan kunnen we een
jd fvjd vinden met 33& (i w2 Otrlﬂf. Hebben we tenslotte een
ﬁ”’f" ~ Jg. gevonden met ;j'“'\k U lgtrd; dan tonen we aasn, dat
j""v zelfs een lineaire combinetie van 'rj“t;x“ -‘a'ia.

| Inductlestap' Voor een ’17“61“1 vormen we kd = ,jd n' f
4 kg moet in de Tand van | V™| liggen, dus in P(+™1). Deze poly-
toop heeft de homologiegroepen van de (i-1)~-sfeer;y d-1 {i=1, dus
31( = 3k3, met [ki/C (47 1). e stellen j =, da - k; + ky. Dan is
3 ~ jg, want k! - ks is een cyclus in [ V+77*) en ~,0, omdat i

B T } de groepen van de eimplex heeft. Iu bevat Ji geen binnensim-
plexen meer van } tpi; Verdere bewe:-zrk:.wy in dezelfde geest 1eldt
tot een cyclus, die uitsluitend in (’ tr’lﬂl verloopt.

Slotstap: Zlg Jg - U1t | vie vormen weer ky = Jgr !
en } lcd - j}’(tr_ )+ In deze polytoop hebben we de cyclus ’)‘}Jtr'd
dle zeker niet homoleog 0 is en waarin ieder simplex met co¥fficisnt -
.+ 1, 0 optreedt; bovendlen moet de d-homologiegroep die van de d-sfeer
_ zijn, Dus ) kg = U™ 9, Hieruit volgt, dat k; oL U t7 1 een
d~cyclus in )V‘tr'd? is, die ~ 0 moet zijn, mear door de afwezighald
van (d+1)-simplexen zelfs = O moet zijn. Dus kg = o« V70, Dus -
jd = Z.}d n {V(tr‘_dH Lo (tr‘d)ﬁﬁtr_d

,}j’txhi ’

Jtr—-d}

W
2. We hebben ;™9 - =% ky,qs WoaTbij ky , een keten van I¥(P)
" is. We doen het weer inductief: Is |k ,JC U ﬁt”“’fﬂ (i>d), dan
 kunnen we een kj , met ’-kd 11 w1 vinden mdat 3‘kd+1 = §kd+1'

~ Hebben we tenslotte [kj'i'|" LT 1?, dan zal k!'!' een lineaire

d+1
'combixiati,e van ?jtr_d"1 - s blijken te zijn,

Inductiestap: Ky, 4 = ky o o (74731 pangesien ’akdﬂ lc

U (+T%) 1&3 5 Eﬁ+1e C  rend van ‘*3tr"i"ﬁ§ - :p({;r‘i"’)# ¥u 18
= rim1

'; kd+1 - & kd-m met H‘Ea_m [CF (7 ) e Stellen we ‘kéﬂ

-
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e . adir-d _ r-d-1
Slotstap: V3T 0 = 3 ky 4, kg q)c It |, Xy, 0

' r~i=1 1 = r-d-1 : - g T=d-1 -
}60 t ") 2 Ed+1§( Pt )y % kd+1 = A P K ’ Ed+1

10. Onze definitie van homologie-variBteit is onbevredigend, n.l,
niet topologisch invariant. Ve stellen er een equivalente voor in
plaats. “

De vereniging van de simplexen, die het punt p bevatten, heet
zijn (afgesloten) simpliciale omgeving.

Fen ori¥nteerbare r-pseudovari®dteit heet r~homologievaridteit ’
als de rand van de simpliciale omgeving van elk punt dezelfde homolo~
giegroepen als de (r-1)-sfeer bezit.

Is p binnenpunt van !td! , dan ontstaat de rand van zijn simpli-
ciale omgeving door i; td) te verbinden nmet 1f(td). Omh"homologie~
 vari¥teit = homologievari¥teit o in te zien, hoeven we alleen aan
te tonen: - )

-  Is Q de verbindingspolytoop van de polytoop P net een sfeer
. Sd~1, dan is Gy 4a (Q) isomorf Gi(P) voor i) 0, Gi(Q) = 0 voor
0<i<d, G (Q) . .

e hoeven dit ook alleen weer asn te tonen voor d = 1, emdat de
'verblndlng met een Sd ! tot stand komt, door achteraenvglgens d keer
met een S te verbinden. Aangezien 1 = 0 triviaal is, veronderstellen

wé iy>o0.
De 5° bestaat uit twee punten n en z. Voor t uit bl {(P) vormen
we ?t = [n, t Tz t en zetten 7T dlstrlbutleﬁ voort. (Merk

op dat ’" de 1ege verzamellng in 'n] - [z] afbeeldt, en dat dit al-
leen voor i >0 als nul telt !) :
| 7wk = Tk, o
dus brengt 7 een hamomorflsme van G P) in G 1(Q) voort. Is nu
Jj4q in £¥(Q) gegeven, dan kunnen we" schrigven

‘ Jie1 = [n, ky 1 - [z, k! ]+ Kiq s
waar in k .1 geen-der hoekpunten n en z optreedt Wegens 3 ii+1 = 0
is -

R L R LR
Verder . ‘ .
‘ 3 [z’ki+?} = ki+1 - [Z’Sjki+1] = ki+1 T [z,ki} + {z’ki]:
dus jl+1 s [n,k } - {Z k } =, C&ka

¢ is dus zelfs een homomorfisme van G (P) 2P G1+1(Q} Is nu
f”ji»mlo, dan kunnen we schrijven 4

{nij ] v rz,ai} = 3 ([n, ki+1] {ﬁik{+1];+ ki+2)_yf

waaruit volgt ‘ RO S L O




- 70 -

I = m 3Ky = ik,
dus Jy ~ 0. “is dus een isomorfisme op.

o

. 114 Védr we tot de topologisch invariante definitie van homo=
logievari8teit komen, defini¥ren we de "plaatsélijke homologiegroepen !
rond ekn punt p". In een compacte ruimte R beschouwen Ve van p een
dalende rij omgevingen U met Aiﬁn = (p). Van de plaatselijk compac-
te ruimte ﬁn‘\(p) beschouwen we de homologiegroepen. Krachtens de
identieke afbeeldingen van ﬁn+1 \(p) in T, N\ (p) vormen die een G, ~adi~
sche rij. De limietgroepen ervan heten G(R,p). et is duidelijk, dat
ze van de keuze der rij U niet afhangen.

Ten afgesloten beperkte verzameling ¥V van een euklldlsche ruim=-
te’ heet SteraChtlﬁ venuit p e V, indien V door vermenigvuldiging
vanuit p met factoren ;»1,-g,0 in zichzelf overgeat.

Stelling: Bezit p in k een omgeving U met rand T, zo dat T (to-
pologisch gesproken) sterachtig 1s, dan,.zijn de G(R,p) dezelfden als
de G(T).

Bewijs e stellen U1 = 17 en laten U, uit 7 ontstaan door verme—
nigvuldiging met 1 . Is n1 é Ny, m1..m2, dan brengt de identieke af-
beelding van Umg\\Un1 in U’m1 Un2 een isomorfisme vanode bijbehoren-
de groepen vourt omdat de groterc op de hlelnere verzamellng kan wor-
den geretraheerd. In het schema

f‘U1\U1: Uy \Up U1 . U3 z U,,\ Uy &

U2\U2 Q Uz\J L ‘Uz\\u C s 00

3 -
L] -
- .

brengen dus alle inclusies isomorfismen op voor de bijbehorende groe-
pen voort. De 1imietev der hdrizontale‘rijen zijn, wat de groepen aan-
gaat, de G(ﬁ \\ ), die dus ook onderling en met G U1\\U1) = G(T) iso-
morf zijn. Voor hun limiet, G{R,p) geldt dan hetzelfde. .

e passen deze stelling toe op een r-polytoop; de simpliciale
omgeving van elk punt is stera"htlg.*T.ls.de rand: ervan. ‘

We kunnen derhalve de deflnlule Van_homologie~varié£eit ® ver—
vangen door de equivalente:

Een‘r—homologie—variéteit ¥ s een oriénteerbare r~-pseudovari-
eteit met als plaatsellgke Eemologlegraepen rond elk punt die van de
(r—1)-sfeer. . ‘

De eis, dat we met een oriéﬂteerbara pseudovari¥teit P hebben
te maken, kan nu worden vervangen door de zwakkere P is een samen-
hangende r-polytoop met G (P) cf (mod 0) = (mod 0). Went XI 1,1 "
volgt nu uit het feit, dat de krans van elk (r-1)-simplex een 0- ,fﬁar
mbet zijn; XI 1,2 volgt uit de samenhang ( men vorme een m&mi@a‘u




onderpolytoop P' van P , dat aan XI 1,2 voldoet; is nu |t! een:
maximaal simplex van P o (P P') dan bestaat A (+) uit twee losse
stukken en heeft dus een niet-triviale 0O-de groep, zodat ddim t = r-1
zou zijn, in strijd met de maximaliteit van P'; maar nu zou P a (PN.PT)
='. zijn, in strijd met de samenhang). De orlenteerbaarheld‘van P

is vervangen door de eis van het bestaan van een r-cyolus mod Q.

In 't geheel blijkt dus onze definitie topologisch invariant
te zijn, d.w.z. is van twee homeomorfe polytopen de €€n een
r-homologieﬁariéteit, dan is de ander het onok.

~ Het is ook duideli jk, dat de in het klein euklidische
. r=polytopen onder onge definitie vallen, want daar bezit elk punt
omgevingen, die met de (r-1)-sfeer zelfs home omorf zijn.

12. P zij een ori&nteerbare r-pseudovari&teit. M zij een
nietlege ondexrpolytoop van P. 7 zij de barycentrische ondérﬁerdeling
van P. N zij de onderpolytoop van B , bestaande uit die simplexen
van P, die geen punt van M bevatten.

Is +t @ 2¥(P), den is voor elke t! met t'2% ook t' 737 (P) en
het zwaartspunt van t' ¢ P, dus is dan %é%(ﬁ)\i 1 (N). Is k een
‘keten, waarvan geen simplex in 7 (P) ligt, dan is dus {ﬂ(k)ic 2= (N).

We stellen .
— ol
. L _,.) 1 - .
en besohouwen dit speciaal voor de K e X (7)), 1 <r. 7213
jl T (xF()). We passen de formule
3 Tt = (—1)i+1,9(kig ) (=)
van p. 66 toe en merken op, dat j%g geen simplex van M bevat. Dus is
_ X
Maar tjl is zelfkant van J}kly dus cyclus, dus h
B (z*(m))
A f~1 1 .3 ’ i~1 1 -1
Is e_ it (z (M)) dus j A (M), € (z® (M))
“dan is kT 13 = T + kT en /m(k )/ c ¥ (N) , dus 'U(kl 163) =
T 3 + 7%, Het linkerlid verdwiljnt wegens (%), dus 18—63 een zelf-
kant, nl. van -+k-. Dus "

cENE® ) < By GF o).
< induceert derhalve een homomorfisme
e L
&) < 6 ()
(bij overeenstemmende co&ffici&nten bereiken).

13. = zal onder zekere voorwaarden gzelfs een isomorfe. afheel—
ain, ¢p. 21311a Hierbij is er echter een afw13k1ng t.a.v. de g% en G.
Een 0- cyclus in enigi 51mplexrooster kan alleen zelfkant
zljn, als zijn co&fficientensom O is. Laten we alleen dergelijke
cyclussen toe, dan krlagen we de "gereduceerde! Q- homologlegroep 8
die €€n voortbrengende minder bezit dan Go° De annulator van'@
GO wordt veortgebracht door de som van de O-gsimplexen. Deflnleert menwg




G° als factoxr iroep van G° naar die annulator, dan zijn G en 30

weer duaal en beide bezitten €én voortbrengende minder dan G en G°,
Stelling: Is P een r-homologievarid¥teit met dezelfde homologie—
groepen als de r-sfeer, dan is = in

oy oo,

een isomorfisma op. Voor i = o resp. 1 = r=1 moet men hierbij met
de gereduceerde homologiegroepen r@kﬂnen.

Bewi js: Een gegeven (£*(N)) mogen we op homologie

> iiT1

(in 2¥(W)) na in de vorm - asnnemen, waar k- 141 geen simplexen
van M bevat; het tewijs in 9 laat nl. zien, dat men een gegeven
cyclus vervangen kan door €€n opgebouwd uit duaalsterren §?t1+1 en

aangezien ieder stuk vervangen wordt door €€n dat in dezelfde drager—
diaalster ligt, raakt men hierbij niet buiten ZI¥(N). Nu is
0 =3dpquq = 54%k1+1 = i«*kl+1j , dus ki+1j = 0, dus
ki+1 ¢ Ji+1(éx
Nu is vogr i+{ < 1o "i+1(Zﬂ(P} = (0). Dus ki+1 = ki; , dus
Jpmim1 T <f S j = 1 a0 ‘
't K] bevat geen 31mplexan'van M, dus is Ji = kA 2 (M)
een cyclus van I° L7(j - k DINe 2(N>
r“iﬂ =.t"2’a + 54‘}(3 —Xk )
. Dus is 77 van de & een afbeelding op.

In het geval 1 + 1 = r wordt ki""1 k 3 dan en slechts dan
mogelijk als de co&fficiegntensom van ki 1 verdwl jnt, dus als de
cogfficientensom van de gegever Jpjmq = Iy verdwijnt. 7 beeldt
dan dus af op de endergroep van G (N), die de O-cyclussen met
co¥ffici#ntensom 0 representeert dus op G ().

Is voor een 3 o, 1rgiru 0 1n N, dan mogen we ver—
onderstellen, dat 13 zelfkant is van een uit dwaalsterren opgebouwde
keten .%k met een kT dle geen 51mp1exen van M bevat, dus

L]

Q.,u

dus in &% (N) ~v +

. . , 4%,3 *39}{
Dan is ‘ J((J ~k>~)-o,
dus _ 31-}:)63
dus wegens Gl(ix(P)> =" vacr 0 < 1 <rTos
e
Neemt men hier de doorsnee met L (M), dan blijkt

it -~ 0 in ZF(M).
Dus is 7 voor de =t een isomonrfisme.
In het geval 1 = 0 bezit G;(? (P) dén voortbrengpnde te weten

Zto (over alle hoekpunten van & (?) ). Hiervan is j° - k° dus een

veelvoug, dus j = yeelvoud van som 6ver’allé heckpunten van XQ(M). N
Omgekeerd b621t 3 deze vorm, dan bevat j° - It° geen. hoekpunten van
M, dus 4 \j - 119 geheel in £®(N), dus 2-3° -—54‘)}; 39{3 - 1%9)
wegens (2t° l} 0, dus 73°~ 0 in N. Derhalve is # een homomorfisme,
die de voortbrengende 5t° (over z”(m)} ennuleert. Op G° is Tdus een
dsnmerfiame . Chiha o ey L A

S SR P el



14. Dualiteitsstelling - richting Jordan-BrouwerAlexander .

Z1j P een r-homolegievaritteit met dezelfde homoleéglegroepen als de
r—sfeer. Zij M een niet lege afgesloten deelvergameling van P. Dan is
G (M) isomorf met G im 1(? WM): ipv. G° en G, neme men hierbij de ge-
reduceerde groepen §~ en Goi

Deze stelling neemt de vorm van een dualiteit aan, wanneer men
ot (M) door G, (M) (duaal co#fficientenbereik) vervangt.

Specvaal geldt deze stelling voor het geval dat I de r—sfeer
is. De homologie-eigenschappen van P> M zijn dsor die van M bepaald,
onverschillig hoe M in P ingebed is.

Is P de 2-sfeer en N een enkelvoudige gesloten kromme, d.w.z.
het topoliogische beeld van de 1-sfeer, dan stelt de uitspraak voor
i =1 de stelling van Jordan vror: een eﬂkelvmudigngesleten kromme
verdeelt de sfeer (nf het vlak) in twee delen. Want @O(P\\M) moet dan
1 voortbrengende bezitten, dus GO(P‘\M) twee voortbrengenden, dus
PNM twee componenten.~Een enkelvoudige boog M (topologisch beeld
van het 1ijnstuk) verdeelt de 2-sfeer P niet. Want @O (B\M) = (o),
dus GQ(P\xM) bezit €€n voortbrengende en P\ M €¢n component.

Algemener (Rrouwer): Het topologische beeld van een nri&nteerbare
(r-1)-pseudovari&teit verdeelt de r~sfeer in twee delen.

Het aantal delen, waarin cen afgesloten verzameling M een sfeer
verdeelt, 1s een topologische invariant van M.

Het complement van een enkelvnrudige gesloten krommen in Ae
3-sfeer bezit een l-homologiegroep van €én voortbrengende.

15. Om 14 te bvewijzen, vormen we successievelijke onderver-
delingen P van P met tot nul naderende maas. M bestaat uit die
simplexen van Pn’ die punten van M bevatten. Dan 1slsM = M. Voor de
blgbehorende N, geldt: UN, =PF\M. G (M) is de G ~ale limiet van
de G+ (Mn) en Gr_i_1(f‘\m) is die van de Gim 1( (telkens doar de
identieke afbeeldingen geinduceerd). Om de 1bomorf1e van de limieten
in te zien, moeten we aantonen:

, Zijn ji en ji+1 cocyclussen van Eﬁ(Mn) en Zx(Mn+1), die in het
verband j;+1?m= jn staan, waar 4 de verfijning (als afbeelding van

K, (2F(M)) in de K, (z“( M_,4)) ) is, dan zijn %i, en i, (sls
convprgente cycluss@n van N en Nn+1 opgevat) homoloog in Nn+1'

I.p.v. 4%” gebruikt men als relatie tussen I° (P ) en 1% (Eﬂ+1}
beter een simpliciale afbeelding ?” die elk punt in zijn dragersimplex
(uit Zﬂ(P )) vervlaatst; we weten dat w I de 1dentlake afbeelding
van de homologle groepen 1ndueeert Tussen de 3 veronderstellen we
dan het verband aﬂ w = 3n+1'

We verondsrqtellpn verder, dat de hoekpunten van zowel L (E )
als ook I& (P n+1) in een vaste volgcrﬂe zijn gegeven, en dat hlerbig
die van z*(mn) evenals voor L (Mr+1} aan de overige voarafgaan,
~ verder dat ¢ de orde behoudt (a < a' impliceert ¢a £ @a'

*




Y
Ay Tesp. i? 41 Ziin de simpliciale afbeeldingen van I (P ) in :

b} (P ) resp. I° (? ) in £(P 1), die aan elk hoekpunt het hoogst~
+
genummerde hoekpunt ¥an zijn dragersimplex toevoegen’ Agtn resp.

/()

"1 n+1 Yevatten dan geen punten van M resp. kn+1°

- I.p. v;\de homologle van ?@ en tﬂn+1 kunnen we dan die van
el

n G, ens o *Jn;1 (in Nn+1) bewl jzen.

Velgens p. 67 boven is
X¢ é}[a,.,, a.] = om ([a el ])[a.ea.a 1,

i
waar alle s1mplexen volgens de vaste volgorde gesohreven zijn en
Zn([a ceodl ])[a Y ] de grondcyplus van P is.
[aoueal] g =2 [bo...pg]
(som over alle geordende 31mplexen met yfb. = aa) o
@Anﬂnf([a coedy fz ) = <pzn?[b N TN DRR TN I

. Zﬂ, ([b ooob ])[a 9 0 a]
waar de som loopt over alle geordende 51mplexen [b . br] met
?b = ay (3 =0 ¢os 1) en Zn ([bO...br]) de grondcyclus ven B, 4 1is,
dle door W uit die van P ontstaat; gbj = 2 cok voor j > i. Nu is

% vory de homolovlegroepen van P w17 Pn de identiteit, dus van de

graad 1, gn(lb, «ab 1) =1,

waar de som loopt over alle [b .“bn] met ¢>[bo... an = Vagte [ao.aar]
Derhalve is voor = [a o a ]

NGy
gmma, 94t Sv‘) - Xt
Past men hierop J toeen vervangt men t door jﬁ+1f
g SR L1 ‘
‘?"611+1 fanﬂ "'fn’tan ’ , .
4R
en é;cgn (in Nn+1) volgt.

dan krijgt men

waaruit de homologie van A;+1 'tan+1

16. Opmerking. De dualiteitsmethoden in de topologie zijn
afkomstig van Pontrjagin.

P



XV. Afbeeldingsklassen.

1. We beschouwen de continue afbeeldingen van een ori&nteerbare
r—-pseudovarigteit P met grondcyclus Zﬁr in de r—-gfeer Sr (zie XI 2)
en bewi jzen de

Stelling: De afbeeldingsklasse is volledig bepaald door de "
afbeeldingsgraad.

We kunnen ons hierbij beperken tot afbeeldingen, die simpliciaal
zijn t.a.v. een onderverdeling van P (zie X 14). De simplexen van
P Worden t, die van Sr worden u genaamd.

£. We mogen veronderstellen, dat de "zuidpool" van Sr inwendig
van zeker simplex ., van Sr is. Sr wordt als eenheidssfeer in de
(n+1)-dim.euklidische ruimte gedacht. Bij elk punt p ¢ Sp P # een
der polen, hoort een halve grote cirkel, die de polen verbindt
(meridiaan), en waar p op ligt; deze snijdt de evenaar =~ SI~1 in een
punt A% (p). De sfersche afstand tussen p en de zuidpool heet % (p).
Door P 0), ##(p) is v bepaald; voor de pnlen geldt: #(p) = O,m.



'{(ﬁr)cﬁsr haet een meridiaan-afbeelding als a?{(p) = p)
en ?f(P) = min (=, %(’&p))“ 4 (p)) is met een continue &« 2> 1,
beeldt dus elke meridisan op zichzelf af en wel zekere meridiaan-
boog lineair in de hele meridiaan en de rest in de noordpool. ?’ be-
hoort tot de klasse van de identiteit, zoals men ziet door o te ver—
vangen door of, = 1 + t(® = 1) en t van O naar 1 te laten lopen.
Z zlj een vaste meridiasan-afbeelding, die Sr‘\ U, op de
noordpool afbeeldt.

Bij elke afb. £ hoort T = Z f, die elke t_ of op heel §_ of op
de noordpool afbeeldt. Beide horen tot dezelfde klasse. We kunnen .
ons tot afbeeldingen T  beperken.

We kunnen afbeeldingen f toelaten, die in iedere tr afzonderli jk
simpliciaal zijn (zonder asnsluiting op de randen); T ia dan nog
steeds eenduidig en continu.

T is volkomen bepaald, als we weten welke tr door f op .
vorden afgebeeld en in welke volgorde de hoekpunten van de diverse tr
aan die van .. beantwoorden.

De afbeeldingsgraad van f en T is het aantal tr (algebraisch
geteld), die op u, worden afgebeeld.

3. We bewijzen straks de vnlgende vervangingsprincipes:

(a;. Zij gegeven een t met ft = 4 u, en een gimpliciale
afteelding nto = t; (die dus de hoekpunten van t aan een even
permutatie onderwerpt) We stellen f1 = fx in t en f1 = f overigens.
Dan horen T en T1 tot dezelfde klasse.

(b). Zij gegeven to met fto =+ u,.en t1 met ft1 # o+ u,

gzodat tO en tT een . 4 gemeen hebben. We definieren een f; zedat
f1to # + U f 4t = i u, is, en overigens f = £,. Dan horen
T en T, tot dezelfde klasse.

zc). Zij gegeven tO met fto = u, en t met ft = = u, zodat
t; en t1 een t__, gemeen hebben We deflnleren een f1 met f1t° # + U
f1%1 # i U f1 = f ecverigens. Dan horen T en T tot dezelfde klasse.

Uit deze principes volgt de stelling XV 1: -

Bestaan er fo en tp met ft = u,.en ftp = - ur, dan vormen we
een rij tl. {1 = o, vy p) (zie XI 1), zoaat tl en ti+1 een t._,
gemesn hebben. Ne de ri] eventueel te hebben 1ngakort mogen we
veronderstellen, dat fti # U, (iwx 1,...,9—1) Op grond van (b)
nogen'we f vervangen door f, met f1 > O 4 +un f1tl u, £y =1L
overigens. Herhaling van dit proces leidt tot een f, die aan de
voorwaarden van (c) voldoet. Toepassing van (c) geeft een £, waarbij
twee simplaxen minder op 4, werden afgebeeld. Zo doorgaande krijgt
men een f, die alle tr, voorzovar ze in u,, worﬁen afgebeeld, met
hetzelfde teXen afbeeldt. ” '

Gegeven zo'n f en twee simplexen t“ en tp met fto =+

ftp £+ u,, dan kan men £ wijzigen in f,, zodat f1t° F+u,en

f1tp o & un f1 = f avermgens. Dmt geschiedt als volgt: Men nﬁamj {;

e



een rij t zoals boven. Indien ftl £+ U, en f‘ci+1 =+ U, verva.nge

men f door f1 op grond van (b) met f1t =+ U, f1t§+1 £+ Uy f = £
qverlgenq. Zo doorgaande krijgt men een fﬁ met £ ti + u, voor

< jen fxt # + u,, voor i>» Jj. Evenzn kan f1 in fx wijzigen, dus
ook f in f1.

Door herhaaldeli jk dit proces toe te passen, kan men f ver—
vangen door een f1, waarbij precies |m| van te voren gegeven sim-
plexen tr op u., wrrden afgebeeld (positief of negatief naar gelang
of my» 0 of € 0 is).

Tenslotte kan men op grond van (a) ervoor zorgen, dat bij
ieder van die simplexen tr de afbeelding geschiedt met een gegeven
volgorde van de hoekpunten, die met het teken in ¥, = 4+ u, in over-
eenstemming is.

]

De aibeel“mgbkl%se heeft hierdoor geen wijziging ondergaan.
Alle f met dewifdo afbeeldingsgraad zijn in dezelfde afbeelding
~vergevoerd. De afbeeldingsgraad bepaalt dus de afbeeldingsklasse.

4. Pewijs van 3a: Elke even permutatie is als product van een
aantal 3-kringen te schrijven. We mogen dus vercnderstellen, dat =
ean 3-kring is, en wel, als t_ = [ 0 1 ...r] is, de 3-kring (0 12),
dus n{o) =1, n (1) = 2, n(2)“=: 0. Ieder punt p € £° is voor te
stellen als zwaartepuntwstwee massa's « en £ [0 +A=1,%4 > 0]
gelegen resp. in een punt p!' van [0 12] #n in een punt p" van '
(34 ...rl; o ,/?,p',p" zijn eenduidig en c-ntinu bepaald d~or p
(hrehalve voor A= 0 nfﬁ =0), en bij gegeven o, 3,p',p" 1s een p
als zwaartepunt te vinden. We beelden [ C 1 2] topologisch af »p
de eenheidecirkelschijf deor middel wvan een afbeelding go . We beelden
de eenheildscirkelschijf topologisch op zichzelf af door een schaar
drasiingen >y,  over de hoek —%%I-T' (0 g T& 1), 'zndat yfﬁc(o) =(P(1),
dus ook Y, @ (1) = @ (2) vy (’;.’(2) = Sc (0). We stellen plp =
¥ T?;‘(p ) en defini&ren pp j:or middel vannde gegevens ply en
S ,ﬁ,[. , p",r/ = c~nstanten. fp, 1is dan in 'ti_ de gevraagde continue
overvoering van T in T1; in de andere simplexen blijft T enveranderd.

Bewijs van 3b: t; = [Oyaq, o0y ar}, tl, = [1, Byy eeefn ]. Een
P € t; is zwaartepunt van twee massa's o,4 (x+f =1, « 2 > 0)
gelegen resp. in een runt p!' van [o aT] en in een punt p" van
[az...ar ]. inalocg p € t;, met [1 a1] :i..p.v:I [0 a1].0t,ﬁ, p',p"
zljn eerd-idig en continu bepaald doeor ¢ € tr v tr (behalve voor
=10 of 4 = n ), en kij gegeven &, B ,p',p" is een bijbehorende
D e t; U ti te vinden. We beelden [0 a1} Tesp. [8.1 1] lineair af op
de lijnstukken -1 £x £ 0 resp. 0 £Lx <1 (afbeelding sp), zedat
,p(o) = -1, g(aq) =0, (P(‘I) = 1. We beelden -1 £ x £ 1 ep zichzelf af

door de schaar W (0 £ £ 1) .
Wp(x) = =1 + (1 =T)(x +1) wveor -1 £ x€0
= (1 -Tx +T(x - 1) " 0<£& x 1 /
= x n x =1

YW, is continu behalve voor x = 1.
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We stellen pg m;o"1y;f?(p*) en definisren pe, door
middel van de gegevens Py en &, fyey Pl = cgnstanten.
j is continu behalve voor p' = 1; hetzelfde geldt voor fp,
als functie van p en 7, d.W.z. continu voor p ¢ [1e5...a, ].
Desondanks is T"" = 5fP‘r' continu voor alle pE t° v 1:1
Want een qQ € [1, Bpyeees ] bezit voor elke £ >0 een omgeving
U (in t] p) z0 dat voor p e U geldt: 1 - p(p') <e. Voor 1 - x < ¢
is Yo (x) > - €, dus voor p £ U is pl gelegen of op [311} of
in een € 1 -omgeving ven a, op [0 a,] (1 = lengte ven [0 &,] ).
Als U voldoende klein is, is dus pe in 'I:1 of in een voorge-
schreven omgeving van tr n t1 gelegen en aangezien degze ver—-
zamelingen door J f in ae noordpool worden afgebeeld, ligt
a, ?‘“f— in een omgeving van de noordpool, terwijl }‘f——'
constant = noordpool is. Dus is ??5; continu voor
D e t; v t1 . Stellen we fy p = fpq,dan is f,,‘br = noordpool,
f1t1‘ = ft = + u,. De continue overvoering van T in I, wordt
door ;fp,r gegeven. .

Bewijs van 3 ¢: Definitie van p', p",« ’,ﬁ’f’ als in 3b.

yg__(x) =(1-7)x - T voor-14£x(0,
£

=(1-T)x +T " 0 £x¢1,

Op grond van 3a mogen we veronderstellen, dat £(0) = £(1) en
f(ai) eenduidig bepaald is, dus &; in 'tg en tl, hetzelfde Peeld
bezit. Twee punten p met dezelfde &, , p" en tegengestelde
g (p') hebben dus dezelfde f(p). Derhalve is (met pl en Py als
in b) fpy eenduidig, ondanks de tweeduldlgheid va.n Wy Voor

X = 0. Met £;p = fp, 1sf1(t vtl) = £ (3062 + 60| £+ u

5. Onder de vooxrwaarden van stelling 1 geldt
Stelling: Bij elke gehele m is er een afbeelding van P in Sr
van de grasad m. ‘

Bewijs: Men neme P in een zodanige onderverdelmg, dat exr op

zijn minst m r-simplexen z::.;;n. Grondcyclus = E tl 3 n o m. Nen
beelde t:ﬁ ceny t? elk met de graad 1 op ., slmpliaaal af,
verder t:c+3 aesy t? op de noordpool; afbeelding f. Dan is T

continu en van de graad m.

6. Speciaal volgt uit het voorafgaande: Er zijn afbeeldingen
van Sr inzichzelf van elke gewenste graad, en twee afbeeldingen
“horen dan en slechts dan tot dezelfde klasse, als hun graden
overeenstemmen. Een afbeelding van Sr in Sr is dan en slechts
dan inegsentieel, als de graad 0 is.



7. Gegeven in een normale ruimte R een afgesloten ver—
gameling A en een continue functie £, gedefinieerd in A, met
o-(f) = sup £ - inf £ = eindig . Dan is er een continue functie 4
h in R met [£(x) - h(x) | £ % ¢ voor x ¢ Aen inf £<h £ sup {.
Bewijs: We mogen inf f = 0, sup £ = 3 veronderstellen. We
definieren afgesloten deelverzamelingen A (41 =0, saey, 3) van A

door: X e Ay i-1§f(x)_§i.
Op grond van de normaliteit ie er in R een continue functie 85
(1 =1,2,3) met

- (x) =0 VOOr X £ Aj V eeoU AL 4,
g (x) =1 "oXe Ay g v ces U Age
0 g g4 g 1 voor x e R
We stellen

h(x) = &4 (x) + gz(x) + 53(3{)-
Dan is voor

xehy: 1-14£ n(x) £i, |
dus [£(x) - h(x)] £2 = voor x e A,
en 0 < h(x) £ 3 . " xeR

8. Stelling: Een functie f, continu gedefinieerd in de
afgesloten verzameling A van de normale ruimte R kan tot een
continue functie in heel R worden voortgezet.

Bewi js: Aangezien ieder (eindig of oneindig) interval
monetoon continu kan worden afgebeeld op het interval (=1,+1)
(evtl. zonder eindpunten) mogen we veronderstellen: |[£[ £ 1.
We kunnen een rij continue functies fi, hi resp. in A en R
definieren door f = f en de inductie

|2, <x>-—h<x>t 4.()1 vaer xe 4 |n(x)| o T,

1+1(x) f. (x) - hy (x) voor x & A.
Indien de bepaling ervan geslaagd is voor 1 = n en

|2, (0] £ (57

vaststaat, is volgens 7 immers de bepaling van hn+1 mogelijk en
dus ooXx n
e, ()] = 12,(x0) = n (0] ¢ @™

Nu is voor x ¢ A n » ’ , n
£1(x) = £,4(x) = L (@ (%) = 85,40 ) = 15 By(x),
dus f(x) = ? by (x) voor X £ A '

en het rechterlid zinvol en continu voor x £ R.
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9. Een continue afbeelding £ van.de afgesloten A (van de
normale ruimte R) in de n-sfeer S kan in een omgeving van A (in
R) worden voortgezet als continue afbeelding in S.

Bewi js: We nemen S als eenheidssfeer in de (n+1)~dim.carte~-
sische ruimte'3n+%. We zetten iedcre coordinaat functie fi
(1 =1, ..y, n+1) van £ voort in R. Het f-origineel van Ry \
nulpunt) is een omgeving U van A. We beperken de nieuwe f tot U.
Zij 4 de afbeelding, die Rn+1\ynulpunt radiaal op Sn afbeeldt.
Dan is J?f in U gedefinieerd gn een voortzetting van de gegeven
e _

10. S% elllng. Gegeven een compacte separabele rulmte Q met
de afgesloten deelverzameling P en twee afbeeldlngen f en f1
van P in de r-sfeer S, uit dezelfde klasse. Bezit f een voort-
ze+t1ng nil Qc:S, dan ook f1 . |

BeW1gs- =Qx (0<TL 1),

Qx(’r—o) vPx (0£TLT)..

P wordt ln,A gedefinieerd: _

L F(ax (T=0) ) =7 (a) voorge Q

. F (p x7) ﬁTf(p) (gegeven overvoering)
voor p € P.

Ais afgesloten in R, F is continu en kan volgens,9 in een om~
geving van A wordén voortgezet.

- X . 0
We stellen o () = o €

v
T

%,O<g

A

<

o}

0o

H
HSN
i

en

- (g x7) = qx @ (7).
Dan is ’ JWO g, (R) =
dus voor zekere

gé (R) c U,

gy = identiteit in A.
F N is een voortzetting van F in heel R. Speclaal voor 2’~ 1
bekeken, is het een voortzetting van f1 in heel Q.
pmerk*gg Willen we in het vervolg de- voortzetbaarheld van
een afbeelding onderzoeken, dan mogen we haar door een andere uit

dezelfde klasse vervangen.

lla S”celllng° 7ij Q een polytoop, ‘dim Q Ero+ 1 P een onder—-
polytoop, £ een afbeeldlng fQ <.S . Dan en slechts dan is f
voortzetbaar in Q, indien '

¢ (Vg2 ¢*(s,) £.

Hierbij is 2: de- 1dent1eke afbeeldlng van P 1n Q, en de ...
cohomologlegroepen 213n bedoeld of mod 0. - '




-80~

De noodze}kelijkheid is evident. Want is F de voortzetting
van £, dan is T = Fy , dus G7(S,)f = Gr(Sr)Fkr:> GI(Q)AY

Naar 10 mogen we f door een simpliciale approximatie ver—
vangen, dus van te voren veronderstellen, dat f simpliciaal is.
{in een geschikte verdeling 'van P). zij u® een simplex van §
als cocyclus- opgevat brengt ut de Gr<§: (s )) Voor‘b uft is
cocyclus van $¥(P). Verondersteld worde, dat in X (P), It Ay
3 Z 37 ~ 2¥(P), Waar i¥ een geschlkte cocyclus van % (Q) is.
DU.SU_f-‘JX—-k j sE¥ ) =x T ;],urf—(a-i—k ‘;)Z
We mogen derhalve zelfs veronderstellem-

u¥f = 3 Z
d.w.z. utf voortzetbaar als cocyclus van 25(Q).

Met een simpliciale f luidt de stelling dus: Dan en slechts
dan is f voortzetbaar-in Q, indien uTf voortzetbaar is als co--
cyclus j* in £®(Q) (na evtl. onderverdeling van Q).

Wegens 10 is het voldoende, de voortzetbaarheid van

= ¢ f te bewijzen" (zie 2). zij 3T = zex (3T)t¥. We vormen een
ondef'verdeling van Q, waarbij elke t¥ in ten minste o (t¥){

simplexen wordt onderverdeeld (verfijning ¥ ). Voor tr¢2x(P)
T

T’

beelden we o (t ) van die simplexen s:l_mpllo:v.aal op ut of - u
af (naar gelang of Of(“b ) > O of £ 0 is) en de overigen 1n de
noordpool fis nu op alle +% van ¥ (Q) gedef:l.nleerd.
We beschouwen nu'een t 4 & I *(P) 3t,q =2 t .

De blgbehorende cosunplexen zijn ’cr+ en ‘t 3 in tlg treedt
’or+1 met de cogfficient 1 op; in 3 met de OOfolClen‘t
Zo((ti). Dus Zd\(tr) . Wegens £(%0t=> ) ’ O<('t ) uf wordt de
grondcyclus Z’Mt van de randsfeer van tr+1 door f in 0 afge-
beeld; f is daar dus inessentieel (zie 6) en kan in heel Tt
worden voortgezet (zie XI 8). Hlermede is T continu in heel Q
voortgezet.

12, Stelling. Zij P een polytoop, dim P £ r. Dan en slechts

dan horen twee- afbeeldlngen f en :f:‘1 van P in de S tot dezelfde
klasse, als ze de G (S ) ef mod 0 eender afbeelden. _
‘Bewijs: "Slechts dan" is evident. -~ We mogen £ _ 57 :E1 simpli-
ciaal in een zekere verdeling van P ve-ronderstellen. We vormen -
- de prisma Q boven P en beelden grondvlak P en dakvlak P! volgens
f 9 en :E 2 af, waar ,9 de pI’OJeC'tle van Q op P isj; deze af-
beeldlng van P u?P' heet Fu 1 f en u f‘l zijn volgens veronder~»

stelling cohomolcoog in I (P), dus u f%. _ rf1 = kxﬂg by (P)
met k5 c EF(P) Nu is ¥ = u f13 + k 13 cocyclus in ZK(Q); |
3T A 2 E) = uTey 4 (urf - U f1) = u'f it~ ¥ (p1) =

Q
urf19 A EE(P'), En anderz:.gds WP = u f +u f1~) ~ I¥(pY),
dus 3% ~ 2¥(P u P') = u'F. Derhalve is JT een voortzetting van
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2 IF in 2X(Q). Naar 11 bestaat een voortzetting van F in geheel
Q en stelt een overvoering van f_ ;g £1“onr.

Men kan deze stellingibokﬂﬁitspreken met de homologiegroep,
dus: ‘ _ FM“l o .

Stelling: Zij P een polytoop, dim P r. Dan en slechts
~dan horen twee afbzeldingen f en f1 ven P in S tot dezelfde
klasse, als ze G (P) cf mod .1 eendex afbeelden°

(Sp901aa1 is een afbeelding T dan en slechts dan inessentieel,
als 1eder r—cyolus cf mod 1 in O wordt afgebeeld)

Voor orienteerbare r~pseudovariéteiteh komt dit neer op XV 1.

Ock geldt weer onder dezelfde veronde:stéllingen:

 Stelling: Bij elk homomorflsme<¢- GI(P) cf mod 1 » Gr(sr)

mod 1 hoort een afbeelding f(P)(IS die dit_homomorfisme in=-
duceert. : . _ g o

Bewijs: ¢ Jnduceert een homomorilsme van G (S ) cf mod 1
in ¢¥(P) of mod 1; het veeld vau de voortbrengende van ¢¥(s )
jwordt gereprebenteerd door ‘éen cocyclus J van Zx(P),_ r:z.
= rex (% )tIAXWe verdelen de. 31mplexen van P weer als. in het bewi js
- van' 11 en deflnléren f in de afzonder113k° tr weer simpliciaal en
go dat £t -%%(t ) Uy, is. T 1s oontlnu en u f .j?, Derhalve
) 1nduoeert f de gegeven ?a ‘
' “vn3 ﬂen kan 11 ook met homologlebegrlppen formuleren..~

- e (Qxx 5 6% (S ) f : a

dan en slechts dan als voor elk element a van G. (P) cf mod 1

geldts e (Q)v a= impliceert G (S ) fa = 0.

De eerste vergmlljllng kcmt neer op X a = O, de tweede op f(a)

Y(a) =0 impliceert fa = 0. : )

Stelling: Onder de veronderstelllngen van 11 is T dan en
slechts dan.voort7etbaar, als elke r cyclus cf mod 1° 1n % (P),
die nulhomoloog in Z&(Q) is, door £in O Wordt afgebeeld.x

14. De diverse stellingen zijn ook uit te brelden op .compacte
-ruimten i.p.ve. poly*on@n.1

" De belangrlgkute resultaten in dlt hoofdstuk 213n'van H Hopf
afkomstig. - SRR . .

"~ He+w probleem der afbeeldlngsklassen voor de afbeeldlngen .
van een §§‘4¢~d1m. polytoop in de- r*sfeer is hlermee volledlg
cpgeloust. Laat men de dimensie-voorwaarde vallen, dan wordt het
- probleem veel moelllaker. Het is maar nog ten dele opgelost Een
speciaal geval (afbeeldingen in de 1-gfeer). komen We 1ater nog '
tegen., '



XVI, De_cohomologiering. | T

1. L 1s een simplex-rooster met vaste nummering van de hoekpunten.
Simplexen worden altijd volgens deze orde opgeschreven. We
defini#ren een product van cosimplexen:

[a a1 Ex: ][ai 1*1 vnnai+j] = [ao...ai...ai+3] 2
alle andere producten = 0.

Door de eis van distributiviteit is het product dan voor
willekeurige ketens cf mod O gedefinieerd. Heeft men ocafficisnten
bereiken f’ waartussen een distr_ butieve vermenigvuldiging ge-
definieem is (I /7, ), dan is ook een product tussen

i 3 i 3 14 i+) i+]
K ef l} enkVcf/d, C X cf [7 gedefinieerd.

2. (¢t t3)3 =ty a9 4 (-1t gl
| Bewijs: Zij t+ = [a cee By }, $d = [ai ...aj},
ceagl. T4 = n(- 1)S(b) O T Y z(-1)3(b)[a e

i+] ‘
t ==[a a..ailu

...al...b...ai+ J, waarbij s(b) het aantal aan b voorafgaande &
aangeeft. De formule volgt hier onmiddellijk wit. =~ Zij =

= [a ...ai}, = [at jeeedty, ] met a; € a'y in de gegeven gi%gorﬂa
Dan is 1;3 .tj = (- 1)i+7 [a R i][a Ceeof i+3} = (=1) [a .o

1.3
..83a'i...a 1+j] en t-.% ] = ia ...ai}[a N "‘ai+j] = .
[a ...aia jeeeBy, }, terwijl t7tJ = O is. De formule komt dus ook
weer uit. In‘alle andere gevallen staat aan beide kanten 0.

3. Uit 2 volgt

(it d) 3 = ity ) 4 (~1)ikiﬁt%; voor willekeurige
co¥fficientenbereiken. Dus is het product van cooyclussen een
cocyclus. Is €€n der cocyclussen een zelfkant, b.ve ki = k;-1

3
dan is . : P . :
7y 5 =t v (e s < e

dus het product ook een zelfkant. Vervangt men in een product van
cyclussen een cyclus door een cohomoldge, dan verandert het
product dus op cohomologie na niet. Er wordt dus een product-
vorming tussen de oahomologiegroapen geinduceerd:
¢t el ¢ ¢

4. I en I! zijn twea simplex-roosters met simplexén, t
resp. u en £ een simpliciale aibeeldlng, Z czv die de orde niet
verstoort. Een ziet zonder meer: (u uJ) £ =ul .u3f.
- Hieruit volgt de analoge relatie voor de cohomologiegroepen. ]

5. We tonen nu aan, dat de gedefinieerde vermenigvuldiging - ”
van de cohomologiegroepen van I niet aibangt van de kauﬁe v&n de
volgorde der he&kyuntan van L. LU e o
@‘ﬁ;Hiarvaur vormen wa de barycentrische onde vex
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4¢ is de s1mp1101ale afbeeldlng van Z 1n %L, waarbij aan een

runt {ao...al§‘ van Z het hoogst genummerde onder de ao,...,al

- wordt. toegevoegd. We rangschlkken de hoel punten van ¥ zo dat

voor %, C t. het Yoweartepunt" van t; védr dat van t komt, en zo

v dat«g de orde niet verstoort. Hoekpunten van Z vormen dan en
slechts dan een simplex op volgorde, indien ze de zwaartepunten
zljn van een opstlggende rlg simplexen van L. Voor twee simplexen
ul, ua van Z hangt dus u* uJ niet meer af van de in I aangenomen
volgorde ei hetzelfde geldt t.a.v.: de productvormlng tussen de

cohomologiegroepen van 5. We hebben voor gt e Gt (2), gJ € GJ(Z)
naexr 4: $ s R -
~ C (ghgh) £ = (81«6’)(@3”6“)-' :
Veranderen we in ¥ de volgorde, dan;krijgen we een nieuw
product dat we voor een ogenbllk door o aanduiden, maar ook een
nieuwe A? die we At zullen noemen..

(ggJ)fé" = (gL 47 o (g3 4

- en g é‘» g /&' y Voor alle~d1mensies'k,
dus  (g4) o (gJ/S') (&*46) (g £).

Dazr A een 1somorf1sme van de groepenV% op die van I 1nr-V;aﬂ
_duceert is bewegen, dat beide producfen»overeenstemmen.

" 6. Door G, - ale grensovergang kan men nu 0p grond van 4 de
.producten tussen ‘de nohomologlegroepen van compacte ruimten
def1n1€ren, Voor polytopen P stemmen ze met die voor Zx (P) over—

Eeli.

1. Het is evident, dat de gedefinieerde producten agsociatief

zijn. I.peVea commuta%iviteit~geldt de wet:
gl gt = (-1) T3 g g, o
Bewi js: Behalwe het oude product defini&ren we een nleuw,
aangeduid door o en gebaseerd op de tegengestelde volgorde. I“. §T~
het simplex dat uit ti ontstaat door de volgorde om te keren, dan
is -7 | -
ot zO((:L)t met o<(1) 1 vogr':fli

o

0,3 mod 4,
1,2 mod 4.

nn

Dus wegené ﬁ'tj tjotl v )
ot (i+3) 143 '—o((;;)taoo((l)t .
Voor de cohomologlegroepen speelt het verschll tussen beide ver-

manlgvuldlglngen geen rol- mesT.

glgt = o(1) (1) oc(i+d) gt gl =
o (1) &(3F) o (1+3) hangt alleen nog voor.de parltelten van i en j
af; men ziet, dat het = (~1) 1s.:. : Lo
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8. Voor alle gi € Gi stelt de linksvermenigvuldiging met g
een homomorfisme van Gj in ‘:;:,"“";i voor. Hierdoor wordt een homo-
morfisme van Gy, in G, (coefficientenbereiken duaal met die van

Gi*J en Gi ) geinduceerd. Dus is er ook een vermenigvuldiging
. |
G1+3G C Gj‘
We kunnen die al voor de simplexen op volgorde defini&ren (en
hiermede voar ketens)

i
ti+jt = %

j ’

indien 5 :

ti+j = [& ---ai...ai+j}, t = [aoctnai]’ tjz {ai..-&i+j},
Ui g

en ti+j = 0,

als deze constellatie niet aanwezig is.

i -
ey Ty by

P

We hebben met dege t

3(ti+j , ti)

1l

p...ai+3]

i

_1yp-1
p>i( 1) {ai...a ...ai+3] + [ai+1.., i+j}

p~1i
= 5 ("‘1) [a ...a ...3. ceal }[a 0-:&..;} +
=~ i+37% 70 3

LS + {aolunaiai+1-‘-ai+j] [&O-..&iai_m] .
= (i PR _as i+l . 4l
en analeog vsor andere gevallen.
Dus ook .
iy _ o . | _qyi+1 . |
j(ki-;.jk ) = (=1) jkuj k + (=1) ki-z-j k&g
Het product van cyclus en cocyclus is dus een cyeclus; is een der
factoren homoloog resp. cohomoloog 0, dan ook het product. De
~ geTnduceerde productvorming tussen de Gy g D0 Gt is net die,
waarvan we uitgingen. ' |
Duidelijk is ook de associatieve wet

kg (K 1) = (ki+j+1ki) xJ,

Bij simpliciale afbeeldingen fL c L' gedraagt het product
zich als volgt (t = simplex vark, u van I') 3

e 1 _ ey

Op grond hiervaen kan men opnieuw de onafhenkeli jkheid t.a.v. de
volgorde der hoekpunten bewijzen. Men Lan ook door limiet cver—
gang dit praduct in compacte ruimten invoeren.

Het eerder gedefinieerde klki (KIV 1) is niets andera dan
de coefficientensom van de O—cyclus kik valgens het nu g&daﬁimi*iﬁ
eerde product. aen e :

Is £ de rooster van/ori€nteerbare xwpﬂﬂuﬁuvagi@ve&@
~ grondcyclus 5 |
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=L ([au...ar}) [ao...ar],
en ti "= [&O...a }, dan is
jtiazﬁ {[a seold }) {&icota)'ﬂfﬁlti

(zie p.67). We kunnen derhalve &4 identificeren met de grond~
eyclus. Verschillende vroeger bewezen formules volgen hieruit
opnieuw. Uit de associatie wet volgt

a9ty = (48 hyit.

9. I 2zij nu de rooster van een r-homologievari@teit. Dan
kuanen we ook een snede defini®ren. Simplexen zijn hiervoor niet
geschikt. We moeten werken met figuren, die zich wederzijds in
"algemene" ligging bevinden, zo dat de doorsnijding van een i-dim.
en een j-dim. iets (i+j~-r)- dim. is. Hiervoor kunneh we gebruiken:
simplexen van I enerzijds en dusalsteiren anderzijds; de "door—
sni jding™ wvan tp en 9"t bestaat dan uit simplexen van de bary-
centrische cnderverdelmg T ven L, die gemeenachappalljk zijn
aan 17{’1; | en 19¢11 .

Ve doen voor een ¢genblik afstand van de vaste volgorde in L.
743 t, = [ 0, ..\, 0], t1 = [0, ...1] en laten we alles belkd jken
binnen tr = [0y40e,7]. Een simplex van —'K"tp Tresp. 91:1 heeft de

vom . [aODC-ak, &On‘oak-oa l,n-c }mé't allé a8 = 0, ‘.‘@,

(0.ceieeed , Ouevdenid veed yoee | met alle b=itt,..., .
Willen deze overeenstemmen, dan moeteii a, = 0, ay =1, .,.J,ai-::i.
zijn in alle » < p. Dus, de maximale simplexen van de doorsni jding
zijn [0eeei,00nei gy 00y00nad cp_'i] met ¢ = 141, ..a, Do
We defini&ren derhalve binnen t de "snede™ door (p = i+]): |

t [0ceei,00001 oy,

1.

p~i)
,.Il,Ol!.i CT.“C

143 AT =T sgn (0nal oquennge
p—~i
Practischer werkt men weer met

Aty 58 A1) = 14,141, ... 1430,

HieTuit blijkt ) o
O(ty,58 Fth) =ty j‘c

Tussen willekeurige ketena, cyclussen, eng. is hiervoor een snsda

gedefn,niaezﬁ.. 9 i
gi-f-;}mgmgi-!—jg"ﬂ v

G14g ® Opoy C Oy L
f‘Man fim:n vac;r av aammme van & a@k ta‘t hm: crh:lﬂgmm

1 ]
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teruggaan: Op grond van de associatiave wet heeft men
fﬁ(kikj) = f}ki.kj 5= 4{’(4{:9'3;1 g,&kﬁ) L

De snede is associatief en commutatief of anticommutatief.
10. Gy en ¢* waren bij duale cotfficientenbersiken duaal;

de dualiteit werd door de productvorming titi = (1) voor

feg 1 # 184

ftil _ Itil verocrzaakt. Wegens het topologisch isomorfisme

&t = ¢ zijn ook G, en G._. duaal; de dualiteit
wordt voortgebracht door de co¥fficientensom van gi"gg =

g4 O By het zogenaamde snedegetal.

gij nu I de rooster van een homologiesfeer. We definitrren
voor cyclussen Jj en jr—i—‘l een schakelgetal; deze cyclussen
worden ~ O verondersteld (hetgeen alleen voor de dimensie O een
extra~eis is),

33 = JBig 0 Jpgq T 2 Kpege
v(3is jr-i-—1) = co¥fficientensom van j; & k ..

Voor de mogelil jkheid van deze definitie moeten we dus nog ver—
enderstellen, dat Jpmj—q de vorm heeft ‘

_ Ji+1
dpeio1 = 3

dus . R kil;.

]

We xnogen dan veronderstellen (zie = op p. 66):
) S i+1 i J ~
kg = (GO, ‘
dus kunnen ook schri jven
v(ijgpdpg_q) = coefficientenson van (=1)
of: ‘v(ji,ﬂqﬁ’ki) jikl.

i+l i
ik

-

Il

Deze definitie is onafhankeli jk van de keuze van ki. Want zi}j
ook nog . ji:+1 ___—-.Eij,

dus (k* -—’Er)j = Q.

dan is ;j:.L(}\:jL - Ky~ 0

(omdat g~ 0 is), dus de co&fficientensom is 0, dus bij beide
definities van het schakelgetal hetzelfde.

Het schakelgetal gedrasgt zich commutatief of anticommutatief
in de volgende zin: Zi]

. : . 41
Ji ;._,931“1 2 3!“'1"‘1 == ﬂ9(.}1+
51 kI*'l-'TJ ; ji+1 = klg ,
dus J CEae (_.,1)1-13 3 x-i-t ,9'31-;-1 _ (__1):1.-#1(3491(1’

£A-i (-1) TG L AL )AL,
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We vergelijken met elkaar v(ﬂrji’ Jpmi-1) @0V (Kp’ﬁrhi-1;31)r

waarbi] aan A e tegengestelde volgorde als aan £ ten grond-
slag ligt (zie eind van 7)

cotff.som (-1)i+1 :rbiki

v(dfﬁxbi_1,ji) = OOEff.som(~1)r—i,éwjr_i_1

co¥ff.som (-1)rhiji+1o g i1

=

L4

couff.som (---1)rbi(--T)(iﬂ)(ruiﬂ)krhiqji+1

Nu is

I

jr-i + (= 1)r—-i-1kz~—i~1 ji+‘!

il

b4
dus

i

v (B35, 3 q) = (=DENED 500y NURTERE

We kunnen nu de isomorfie tussen G*i(m) en Gr-l 1 () (zie

XIV 12-14) als een dualiteit tussen Gj (M) en AGV _q (¥) deor

middel van het schakelgetal formuleren. We gaan uit van de
dualiteit in M tussen G* (M) en G* i(M), die door jijl 15 be=
paald (duale coéff1c16ntenberh1ken) Nu is juist

13T = vt = vy, Teh

Dus het sohakelgetal verbindt de groepen GE(M) en ¢G¥ 1(M)

Gﬁ_i 4 (N) dueal met elkaar. (Vror de dimen31e 0 weer de ge-

bruikeli jke afwijking!)
We merken nog op, dat

v (ji’ jr-—i-‘!)
niet verandert, als ik J; door een ji' vervang met

g~ 3y in PN\ Hpgoq | os

evenzo als ik J it Verveng door j! metd

r~i-1

in 2 \ [yl

Jpegmt ~ 3 i
Om dit in te zien hoef ik maar lsr_i g resp. |yl =M te

stellen en op te merken, dat 313 alleen van de hommlogie -
resp. cohomologieklasse afhangt. :

11..Bij een toepassing van deze r@aultaten h@bban we straks
een simplieiale verdeling nodig ven het cartesische product vau=&ﬁ
twee niet-ontaarde simplexen ‘
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J (ao,...,ad) an T (b or e eaby)
(convexe verzamelingen voortgebracht door de hoakpunten in een
Cartesische ruimte). Zen punt ervan is een paar

Eki a, ’ E/uj bj (E/\i aﬂ/fj = 1),
dus gekenmerkt door een systeen
Mot ey Xd gy ey g
Als hoekpunten van de simpliciale verleling kiezen we de punten
aibj,
dus met de barycentricche coBrdinaten
Oyeeeylyeeay0 5 0,0001, 4.l,0.

Als (d + e) -dim. simplexen wijzen we aan de

T (& bj,.'.,apobo, ap0b1,00l,apCbQQr’;‘0.); /%'“

d.w.z. afwissclend lopen de indices var a en vaal b
op (zie tekening), tot & resp. e. Een punt bohoort
dan en slechts dan %ot dit simplex als veor zijn 3

. "
]
4+ sset - ) i‘
Ao Aﬂ)jéﬂc £A0+..ﬁqu’ %J"J ?W*m,
) ° P ) fa
/‘0+ --.+/£ﬁ0__1 §A0+ R +)\ é/lb -+ o-'o +/¢‘F’ )
.
AU + oees Xp1_1 é/“o + ...+/uqo < AO-S... 4—m?1 .

enz.
Hieruit blijkt, dat we .3t deze [d+e)-simplexcn het ecartesische
product uitputten en dat ze panrsgewijs netjes lisgen, dus das
we met een simpliciale verdeling te maken hebben.

12. We willen nu van het artesisch product $¢ x §° van
twee sferen de cohomologie eigenschappen vaststellan; Wo stellen
Sd resp. s® vuor als cubus

d

d

C :lxilé‘l p =, w, d

c® 2] €1 5, 4 =3d+1, oy @

met de afspraak, dat de rand van ¢ als €én punt beschouwd moet
worden, evenzo die van C°. Dan wordt gd+e voorgesteld door
Gd+e s lx €71, 1=1, ..., dte
met bovengencemde identificaties. Rand van gd+e o (rand Cd) x
c® vt x (rand ¢°) : dus in Sd x s° bekeken = a x s v 8% x b.
Elke cyclus van dim ¢ d+e van s¢ x s° xen op deze ver-
zameling worden geveegd, Het is duidelijk, dat de enige cyclussen

van positieve dimensie hiervan zijn: de grondcyclus van Sd, die
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van S° enz - lineaire combinaties. Qok voor d = e zijn die twee
cyclussen onafhankelijk in s¢ x S°, want een evtl. afhankeli jk-
heid zou bij het uitvegen blijven behouden.

'Hieruit volgt in cohomologie-formulering:¢ (s% x s%) = ™
¢ =6¢® = /7 voor a # e, Gd = [T+ /7 voor d = e, Gﬂ+a=: /7 (het
laatste b.v. omdat Sd x S° een varigteit is).

Zij T4 Tesp. 7, de projectie van Sd x §° op Sd resp. s®.
Sd en s° zijn volgens zekere verdeliugen met zekere volgorde van
de hoekpunten gegeven, td en u° zijn er resp. een speciaal simplex
van; 34 = [ 7 ¢e.,da], ©° = [0, ...5].

td is tevens de grondcocyclus van S, w® die van 8°. Als
hoekpunten ven §© x 5° nenon we de paren aa (a2 hoekpunt van Sd,

d

d

B van §°); de cartesische producten van de simplexen verdelen

we onder volgens 11. Als voortbrengend element van Hd Tresp. g®

kunnen we nemen tdn, resp. u?nz . Nv is

~

thn, = I (0%, 1By, «vey 9551 (B < By < ove <By ),
wn, = & [0)0, b7, ..., bE] (by < By ¢ +en < By )

In tdn1- u?uz kunnen alleen summanden vlijven staan met dﬁdmbgﬁ,

cus ‘
37, eu’n, = [06 1T, wes, 0, AT, veu, 45 ] =

grnndcccyclus ven s¢ x s®. Verder ziet men, dat (ook voor d = e)

is. Hiermee beheersen we de cohomologiering van Sd x s jd basis~.

element van Gd, i® van @°, jd+e ven Gd+e dd ¢ = = 3¢5 ~o,

3%3° ~ 0.

.13, Het doel van het voorafgeande is, afbeeldingen I te

- beki jken ven d

d . d
S<1) X 8(2) in 8 (z even) .,
Is jd grcndeocyclus van Sd, dan is j f cok d-cocyclus, dus
.aar 12 cohomolong aan een lineaire ccmbinatie van 3%1) en

i g
(272 e R Ok

Naar 4 is
R L N BTN € hF i NE S

naar j3+3% =0 in ¥

%4y (3%1)“1 . 3%2)“2 + 3%1)“2 - 3%2)“1) ~ 0

dus naar7 en 12
2040y 370~ 0
2% g1 grondcocyclus van 5~ X s¢. Dus 4y =0 cfzﬁa i 0.~ »

Nu is Xy niets anders ddn de afbaaldlngsgraad van £ bakmkm

, dus naar 12

net 3 4
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~a
op S(i) s Want jdf n S%i) - ‘xij%i) )
Dus geldt
Stelling: Er is geen continue afbeelding van ﬁ? x Sg in Sd (a4 even)
waarbi j beide factoren met een graad # 0 worden afgebeeld. - Of:
Een continue afbeelding in Sy, die op Sg xXbvuveaex s% ge-
geven is met graden # 0, kan niet in S? X 52 worden voortgezet.
Is een der graden 0, dan gaat dit wel. Naar XV, 10 mogen we
nameli jk £ in a x S;3 als ccnstante afbeclding veronderstellen, en
dan kunnen we van elle p ¢ S?, 1€ Sg stellen: £ (p,q) = £ (p,b).
Nog een andere formulering: Men vraagt zich af, of tussen de
elementen van de Sd sen continue vermenigvuldiging l:an worden ge-
definieerd, dus e3n product v g ¢ sd (veor alle paren p, q € Sd),
dat continu in beide fectoren is. Zulk een product is nu niets
anders dan een continue afbeelding van Sd X Sd in Sd.
Dit kan wnu altijd op triviale manier, b.v.

pq = p ot vg = q.
Het aantal oplossingen (algebraisch tcpologisch gesproken)
van pX =T (p, > gegeven)
teantwoordt aan de afbeeldingsgraad van 52, dat van
Xq =T (g, gegeven)

. niety | .
aan die van 81. We zoeken nu een'E;1v1ale vermenigvuldiging, d.w.z.

een waarbij die afbseldingsgraden + 0 zijn en we weten:

Stelling: Vnrcr even d is er geen niet triviale continue ver—
penigvuldiging in de Sd. ‘

Daarentegen geldt:

Stelling: Veoor elke cneven d is er een niet-triviale continue
vermenigvuldiging in sC. |

Voorbeeld: p q is het spicgelpunt in % van ; t.%.v. p. Houden
we p vast, dan is q » pg een 1-1 afbeelding van S~ op zichzelf, dus
van de graad + 1. Houden we q vast dan wordt Sd bij p » pq twee
keer overdekt, dus graad = + 2. o

- Mon el van de vermenigvuldiging nog kunnen eisen,'dat zij

een rechts €€n en een links €¢én bezit. Hiervoor is noodzakelijk
en voldoende, dat de afbeeldingsgraden + 1 zijn.

Zo'n vermenigvuliiging bestaat in de

vermenigvvldiging der ccmplexe getallen van.
avsolute waarde 1,

2]
Edd

33 : " " guaternionen van
' abhgsolute waarde 1,
57 : " " octaven van absolute
waarde 1.

Deze vermenigvuldigingen zijn zelfs €énddnduidig. |
. 0f er nog meer mogelijkhelen zijn, is onbekend. Wel weet men,
dat alleen de sferen van dimensie = o1 4n sanmerking komen.



Correcties

ps11, ltelling 4

€ stellen:
U = verzameling

Den zijn

p.12, regel 12
4] ﬂ

" 5

p.15, regel 4
p-18, regel 8

=G v.b.

20
23
SN 15

. 12
11

9
8

"

VeOo

v.b.

Vab.

L

V0o

Velw

Vel
Va0
Van,

p.19,r0.4, regel 4

p.21, regel 18

p.22, reggl 6-5 v.o;

4

3

2

p.23, regel 2
1

p.24, regel 2
5, regel T

06, remel 12

Va0

Vala
L

Vebo

v’Ou

Vab,

Vﬁ‘bm

v.b

Vbl

bt

e

ve

aw

on

s

se

sv

se

w

:

n
®
L
»

.
®

«
13

.

2

&
-

LS

e,

f‘?h!mﬂmwma ﬁn%“ﬁhﬁﬂhﬁﬁf%wSWmnﬂm;%w%vf

en_honvullinger big "Topologie

cewijs 2e helft: 7Zij A en " afgesloten, A~B =L1,

var de x met g(a, x)<~g ¢(8,B) voor ﬁﬁﬂchiktﬁ
v aed,
nor oy gib YY) < 1 ?(b A) voor gaﬁehikte
beB.
cmievirien von A en P, en UaV = I3,

[rclusie~teken asrvullen.
Tndex var T is: (?k+1),2~nf

{mmers dat (i.p.v. Dat immers).

1

e. i.p.v. €. -

a,beT(Vn ) - 04

Driekeer T(V) i.p.ve ¥V en T(¥) i.p.v. W.

BT,

achter 'simplexen" inlassen (o).

'dus" vervangen door aj = a aT(V1)mT(V ) =

= T(V%n?é}, (omdat de simplexen ven P netjes

liggen). Dus

echter "simplexern inlas&en‘gd),

dar i.p.v. dat ‘ R B

e tussen de laatste hackjes vervalt.
'ET(VQ): C . o

v&8r "in" irlassen: ET(V;)AT(Vé) z‘T(EgnVé)

(zie Loven) = rechterlid. ' :

".

een eindpunt.

T A,

Volzmin "Dan .., VIO vervangen doors: We constru-
erer een verzameling Vv, die van elk punt van
V' precies één origineel bevat.
eV en «V* verva14en.

3 vervangen door: (a').

Tt3 RN * o (a).

top een endere ruimte" i.p, v.‘ﬂln een eamp&w
ruimte”. %
~™iet n&gatmef” auhter ”contlnu"
"niet n-gelici” erhier "zinval“' ]
= T 1\1%1&88@% ﬁchﬁﬁr T(xﬂ,,.‘,xg) ;

2 l,p ve 1.,




II

men ook als volgt uitdrukken: Bij gegeven om=
. geving U, ven ab zijn er omgevingen Ua;'Ubwvw'
vw&&lﬁtettalgf Tob
Dus in 't bijzonder: Bij elke omgeving U Vﬂn
e is er een omgeving V van e met W (U, /
Pieruit volgt: FTlke topologische groep val*
doect arn sclheidingsaxioma 3.,

Vewijs (zie vorm 3'): Cecgeven een omgeviug'U
van g, gevraagd een omgeving V.van a met: V{Lﬂ~
o+ Door het geheel net ahw te. vaxmenlgwuidigaﬁ,
kunren we ret terugbrengen. tot a = e, We bagaw
‘er ian de omgeving V ven e, zodat VVCU. Zij

o --1 N . . s Y
ceV. oV is omgeving ver ¢, dus is er een

beV ~1

VacV ', Dan is cebVC.VV¥ < U. Dus VC.1II. .

pe26, manl het eind van tegel 13 inlassen: Dan ie G dus zelfs regulier.
f'et is voldoende, scheidingsaxioma 1 voor e te
veronderstellen (d.w.z. (e) is afgesloten; van-
zelf is den elke eenpuntige verzameling afge—
sloten).

p.26, regel 16 v.b. fe) i.p.ve (a).

25 " : "matuurlijke™ i.p.v. "gehele”.

3

22-23 : "Tocn ... overdragen" vervali..

p.27, regel 5-6 v.b.: = verzameling der ;J/ i met €y =0, % 1.
‘ 10 v.b.: .chter = irlessen: De R(z, P) vormen een basis

der open verzamelingen van G.
12 "

Acrter "geschied™ inlasgsen: Hiervoor is voeral
nodig te bewijzen: Is xeR(z,P), da. is er.een
B(xy,2C 2(2,P). Dat kan als volgt geschieden:

Veor elke e\ x-zll iz er een U (omgeving van
0) zodet Y*HIC P. De doorsnede ven deze (ein-
dig veel) 7 zij 9. Dus f =zl + JCP. Dus voor
yeU(x, ) geldt: || x-zll + liy=z{l C P. Dus ook
”Z"'Y‘!C v, dus yeB(z,P).

P28, einde var stelling 2: en gelijk is aan de n-de cqmrdimaat:van \
. '

p+29, stelling 5, bewije, Te —egel ... ven esn dalénde .7 j ﬂi@@}XQ* ?
’ ' ga “we ’ “ i " e '

p.30, ~inde van 3: Jegeven a@ﬁ.dﬁbbélrij

'S *
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3

regel

Ilﬂ(:‘ vy

" F! 3‘?; smge}f

8 v.b.

regel 2

4 einde

‘den zijn

¢ ond

IIT

n4.o, “ .

f o1 ¢ F My >NgyMaoNyy Ny+ly >

18 1% fl,lz ’ -
. ‘ ) ¥

1'111"2 m1 2 1’117(*2

de ruimten

el

A ] A T
Lim o linm o ) lim

‘T n 3 B S 5 lim Enn
n L n '
ny N, 2 no 'y

homeomort.

Bow-= Frg 6= w00 o |y

+
! . 1
IE" g o I{EQ (_. - 5 B @ 'é-- - Rz
1 » B
‘ |
ol r .] M }‘\‘\2 Pl s s s o I\n:*
e bedoelen dit szlg volgt: De gepeven sfbeeldingen
induceren ¢ L van b, = 1lim ¥, in k i '
induceren er één va Ly, = lim ¥, - in El lim Rlﬁ’

n
gernaana

k km

1im 1lim T

5= lim £, = .
4l
1 n in n o in
De E, vormen nu cok weer cen Ir-adische ri] met
+ ¢
R = lim L '
e P 1 1 l
Lok
1. = 1lim 13
1 1 1
. D . . )
: E SR '
1 j.L11 P oo ‘
De rulimten ?“P vormen evencens zo'n rij met limiet -
dad £
, W C e .
hi eeloen R ir de wasrdoor een
% mn‘neal R ir de rij hnn af,
gfbeeldine ven R in RY vordt gelnduceerd, d.w.z.

azy zel. wordt aet punt a'el' toegevoegd, waarvan de
nn~de cofirdinast (voor alle n) f 8 is. Ne tonen
aan, dat deze afbeelding cok in de omgckeerde zin

eenduidig en continu is.

n Ly . :
a Door &' > :
I nfppe JooT a), (nu Vaata‘

Pln afgebeeld, dus cok in de

e stellen a =
tier in

n) wordt R' in de ri}

limiet,

El afgebeeld dus in de limiet, R,

Dug is R
en dat is net de |
omgekeerde van de afbeelding waar we van uite 1ngan;'
en 1im 11m Rn :

Ry, wasrbi] a > ag. in de rij

- qﬁvLODQ de homeomorfiec van KR!

L}flﬁ
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